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1Εισαγωγή
Στην παρούσα διπλωματική εργασία θα ασχοληθούμε με την αριθμητική επίλυση 
προβλημάτων που αφορούν πορώδη μέταλλα. Συνολικά θα αναπτύξουμε δύο 
μοντέλα:
1) το μοντέλο του Garson για ισότροπα πορώδη υλικά
2) ένα ανισότροπο μοντέλο
Στο δεύτερο κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με την περιγραφή του μοντέλου του 
Gurson και του ανισότροπου μοντέλου. Πιο συγκεκριμένα θα αναπτύξουμε τις 
καταστατικές εξισώσεις και τη συνθήκη πλαστικής φόρτισης που διέπουν τα δύο 
προβλήματα.
Κάνοντας μία σύντομη εισαγωγή για τα δύο μοντέλα μπορούμε να πούμε ότι και 
τα δύο αφορούν μεταλλικά υλικά με πόρους και τέτοια υλικά στην πραγματικότητα 
είναι αυτά που προέρχονται από κονιομεταλλουργία αλλά και υλικά που περιέχουν 
εγκλείσματα (όπως άνθρακα, νικέλιο, τιτάνιο κ.α.) και κάτω από συνθήκες φόρτισης 
δημιουργούνται πόροι από την αποκόλληση ή θραύση των εγκλεισμάτων. Ειδικότερα, 
ο Gurson [9] θεώρησε το 1977 ένα υλικό το οποίο είναι πορώδες και αρχικά οι πόροι 
έχουν σχήμα σφαιρικό. Υπέθεσε, έπειτα, ότι όταν το υλικό φορτίζεται μεταβάλλεται 
το μέγεθος των πόρων - συνεπώς και το πορώδες του υλικού (το κλάσμα των πόρων 
στο συνεχές μέσο) - αλλά το σχήμα τους παραμένει σφαιρικό.
Αντιθέτως, στο ανισότροπο μοντέλο γίνεται η υπόθεση ότι οι πόροι αρχικά έχουν 
σφαιρικό σχήμα, δηλαδή το υλικό είναι ισότροπο, αλλά κατά την φόρτιση οι πόροι 
αλλάζουν όγκο, σχήμα (από σφαιρικό -^ελλειπτικό) και προσανατολισμό. Συνεπώς το 
πρόβλημα γίνεται πιο δύσκολο αφού το υλικό παύει να είναι ισότροπο και 
απαιτούνται περισσότερες καταστατικές μεταβλητές για να επιλυθεί.
Στο τρίτο κεφάλαιο θα παρουσιαστούν οι αριθμητικές μέθοδοι ολοκλήρωσης των 
δύο παραπάνω μοντέλων. Η επίλυσή τους γίνεται από υπορουτίνα σε γλώσσα 
προγραμματισμού Fortran σε συνδυασμό με το πρόγραμμα πεπερασμένων στοιχείων 
Abaqus.
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Κεφάλαιο 1
Στο τέταρτο κεφάλαιο θα παρουσιαστεί η εφαρμογή των δύο αυτών μοντέλων σε 
συγκεκριμένα προβλήματα και θα γίνει σύγκριση των αποτελεσμάτων τους.
Σε ολόκληρη την έκταση της εργασίας χρησιμοποιούνται τυποποιημένοι 
συμβολισμοί. Κρίνεται επομένως σκόπιμο να γίνει μία σύντομη αναφορά σε αυτούς. 
Συγκεκριμένα, κεφαλαία και μαυρισμένα σύμβολα δηλώνουν τανυστές των οποίων η 
τάξη υποδεικνύεται από το κείμενο κάθε φορά. Οι συνιστώσες ενός τανυστή 
αναφέρονται σε ένα σταθερό καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων και η σύμβαση της 
αθροίσεως χρησιμοποιείται για επαναλαμβανόμενους δείκτες, εκτός αν αναφέρεται 
διαφορετικά μέσα στο κείμενο. Το γράμμα Τ υποδεικνύει την αναστροφή ενός 
τανυστή δευτέρας τάξεως και η υπερθετημένη τελεία την υλική παράγωγο. Έστω a 
και b διανύσματα, Α και Β τανυστές δευτέρας τάξεως και C τανυστής τετάρτης 
τάξεως. Για τους παραπάνω τανυστές ορίζονται τα εξής γινόμενα :
(a hlj=albJ’
(A’a)ij =AjaJ’ (a‘Α)ϋ =ajAjt’
(A-B )a = 4A·,
a · A · b = djAybj,
(A: C)„ = AklCklij, (C: A).. = CjJklAkl,
A:B = AyBj,
(AB)ijkl =AijBkl>
A: C: B = AyCiJklBkl.
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Κεφάλαιο 2
2. Ανισότροπο μοντέλο και μοντέλο Gurson
Αρχικά, θα αναπτύξουμε τη θεωρία των πεπερασμένων παραμορφώσεων οι 
οποίες απαιτούνται για την ανάπτυξη των δύο μοντέλων που θα μας απασχολήσουν 
στην παρούσα διπλωματική εργασία. Έπειτα, θα παρουσιάσουμε την γενική μορφή 
των ελαστο - πλαστικών καταστατικών εξισώσεων για ανεξάρτητα της ταχύτητας 
παραμορφώσεως υλικά που υπόκεινται σε πεπερασμένες παραμορφώσεις. Κατόπιν 
θα τις χρησιμοποιήσουμε για να περιγράφουμε το ανισότροπο μοντέλο και το 
μοντέλο του Gurson.
2.1 Θεωρία των πεπερασμένων παραμορφώσεων
Αρχικά θα γίνει μία σύντομη παρουσίαση της θεωρίας των πεπερασμένων 
παραμορφώσεων που θα αναπτυχθούν περισσότερο σε επίπεδο αριθμητικής 
ολοκλήρωσης στο κεφάλαιο 3.
Έστω ότι τη χρονική στιγμή t0 , ένα συνεχές μέσο καταλαμβάνει μία περιοχή Β0 
στο χώρο. Η θέση ενός υλικού σημείου Α του συνεχούς μέσου, στη χρονική στιγμή t0 
περιγράφεται από το διάνυσμα θέσης X. Έστω ότι τη χρονική στιγμή At το υλικό 
σημείο Α έχει μετατοπιστεί και ορίζεται από ένα νέο διάνυσμα θέσης X και το
συνεχές μέσο καταλαμβάνει μία νέα περιοχή Β στο χώρο. Η εξίσωση που περιγράφει 
την κίνηση του συνεχούς μέσου είναι της μορφής :
x=x(X,t) (2.1.1)
Ο τανυστής της κλίσης της κίνησης ορίζεται ως :
(2.1.2)
και περιέχει όλη την πληροφορία σχετικά με την παραμόρφωση.
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Κεφάλαιο 2
Η θέση ενός δεύτερου υλικού σημείου Γ θα μπορούσε να καθοριστεί στην 
απαραμόρφωτη και στην παραμορφωμένη κατάσταση από τα διανύσματα θέσης 
X+dX και x+dx αντίστοιχα, όπου dx— F · dX.
Παίρνοντας τη χρονική μεταβολή του διανύσματος dx
c>(dx)_a(F-dX) 
dt ~ dt
= F-dX=F-F"1 - dx=L-dx (2.1.3)
προκύπτει ο τανυστής L ο οποίος εκφράζει την κλίση της ταχύτητας στο χώρο Β,
. . 3v(x,t) ^ ^ ι
L (x, t) = —= F · F'1 (2.1.4)
οχ
Κάθε τανυστής μπορεί να γραφεί ως το άθροισμα ενός συμμετρικού και ενός 
αντισυμμετρικού μέρους. Ορίζουμε
D=i(L + LT) (2.1.5)
τον τανυστή ρυθμού παραμορφώσεως ως το συμμετρικό μέρος του L και
W=i(L-Lr) (2.1.6)
τον τανυστή στροβιλότητας (spin tensor) ως το αντισυμμετρικό μέρος του L .
2.2 Ελαστο - πλαστικές καταστατικές εξισώσεις
Ο τανυστής των παραμορφώσεων μπορεί να γραφεί ως το άθροισμα ενός 
ελαστικού και ενός πλαστικού μέρους :
D=De+Dp (2.2.1)
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2.2.1 Ελαστικότητα
Η βασική εξίσωση της υπερελαστικότητας για μεγάλες παραμορφώσεις δίνεται 
από την παρακάτω σχέση :
a = Ce\De ή De-Ce :σ (2.2.2)
ν
όπου σ είναι η παράγωγος Jaumann η οποία αναλύεται στα επόμενα κεφάλαια, Ce 
είναι ο ελαστικός τανυστής τετάρτης τάξεως και De το ελαστικό μέρος του ρυθμού 
παραμορφώσεως.
2.2.2 Πλαστικότητα
Η γενική μορφή της συνθήκης διαρροής είναι :
Φ(σ,5°) = 0 (2.2.3)
όπου sa(a — είναι ένα σύνολο μεταβλητών που ονομάζονται
«καταστατικές μεταβλητές». Για παράδειγμα στο μοντέλο του von Mises απαιτείται ο 
προσδιορισμός μίας μόνον καταστατικής μεταβλητής (ερ —» ισοδύναμη πλαστική 
παραμόρφωση), για το μοντέλο του Gurson για πορώδη υλικά δύο καταστατικών 
μεταβλητών (ερ, f) και για το ανισότροπο μοντέλο επτά καταστατικών
μεταβλητών (ii’,/,wI,w2,n^,n^,n^ =n^xn^). Οι επιμέρους καταστατικές
μεταβλητές ορίζονται όπου παρουσιάζονται και τα μοντέλα.
Το πλαστικό πρόβλημα καθορίζεται από τις παρακάτω εξισώσεις :
> Κριτήριο διαρροής
Φ(σ,5α)<0
> Νόμος πλαστικής διαρροής
Ζ)''=ΐΝ(σ,/) = /ί— με λ>0 
δσ
> Εξισώσεις εξελίξεως καταστατικών μεταβλητών
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Για ανεξάρτητα της ταχύτητας παραμορφώσεως υλικά, οι καταστατικές 
συναρτήσεις Ga είναι ομογενείς συναρτήσεις πρώτου βαθμού ως προς το ρυθμό 




Η συνθήκη της συνέχειας στην περίπτωση των πεπερασμένων παραμορφώσεων 
μπορεί να γραφεί ως εξής ( Dafalias [6] ) :




θΦ . j ^ 5Φ α:σ + λ· > ------ρ -
^dsa6δσ
δσ
χ 3Φ α δΦ 0 χ 5Φ α
:σ + λ·> ga = -.σ + λ-y ^ =0
(2.2.8)
δσ 'dsύ








ν—ν 9Φ δ Φ
Η = -Σίγ;Ζ και 1 = Η+ψ-·.^·Μ (2.2.10)
ads δσ
Η παράμετρος Η καθορίζει την κατάσταση του υλικού. Δηλαδή αν:
0 Η > 0 τότε έχουμε σκλήρυνση ( hardening )
0 Η < 0 τότε έχουμε πράυνση ( softening )
0 Η — 0 τότε έχουμε τέλεια πλαστικότητα ( perfect plasticity )
Παρατηρούμε ότι η πρώτη έκφραση στη σχέση (2.2.9) δεν ορίζεται στην περίπτωση 
της τέλειας πλαστικότητας (Η — 0). Αντιθέτως η δεύτερη έκφραση ορίζεται και στις
τρεις περιπτώσεις του Η και προκύπτει πάντα θετική (L>0). Το λ πρέπει να 
είναι πάντα θετικό κατά την πλαστική διαρροή και να μηδενίζεται όταν έχουμε
ελαστική αποφόρτιση ή ουδέτερη φόρτιση. Συνεπώς ο πλήρης ορισμός του λ, ο 
οποίος καθορίζει και τις συνθήκες για συνεχή πλαστική διαρροή είναι ο ακόλουθος :
6
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:C:D, a = <






2.3 Μοντέλο του Gurson για πορώδη υλικά
Το μοντέλο του Gurson [9] για υλικά με οπές εξαρτάται από τον αποκλίνοντα 
τανυστή των τάσεων (7 ' και από την υδροστατική πίεση ρ. Για την επίλυση και
την περιγραφή του παραπάνω μοντέλου απαιτείται ο προσδιορισμός δύο 
καταστατικών μεταβλητών.
ί. η ισοδύναμη μικροσκοπική πλαστική παραμόρφωση ερ
ϋ. το πορώδες / , το οποίο ορίζεται ως το κλάσμα του όγκου των οπών
στο υλικό




+ 2/ cosh 3 Ρ
2σ„,«)
-(1+/2)=0 (2.3.1)
όπου q είναι η ισοδύναμη τάση κατά von Mises, ρ = —σκκβ (υδροστατική πίεση) 
και ση η τάση διαρροής του συμπαγούς μετάλλου.
Ο κανόνας πλαστικής διαρροής παίρνει τη μορφή:




( Ί λ3 Ρ
2 σ,,,γ
(2.3.2)
Εξισώσεις εξελίξεως των καταστατικών μεταβλητών 
a. sl=£P
Η εξίσωση για το προκύπτει εάν εξισωθεί η μεταβολή του μακροσκοπικού 
πλαστικού έργου σ:ϋρ με τη μεταβολή του μικροσκοπικού πλαστικού έργου 
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Συνεπώς η τελική έκφραση για τη μικροσκοπική πλαστική παραμόρφωση είναι:
λo' = FP=-









Υποθέτοντας ότι το υλικό είναι πλαστικά ασυμπίεστο και αγνοώντας την ελαστική 
συνεισφορά στη μεταβολή του πορώδους f προκύπτει ότι:
i2=/=(l-/)fl/;=G2(/.i>'’) <2.3.5)
οπότε η τελική έκφραση για το ρυθμό μεταβολής του πορώδους είναι:
s2=f = -X^—^J- sinh
σ„
3 Ρ
V 2 Gm J
-Xg\a,sp,f) (2.3.6)
Επίσης η παράμετρος σκλήρυνσης ορίζεται με βάση τη σχέση ως εξής
Η=-
r δΦ ι 3Φ λ 
^78 df
(2.3.7)
Αν υποτεθεί γραμμική ισότροπη ελαστικότητα το L της σχέσης (2.2.10) παίρνει τη 
μορφή :







\ 2 σ>η J
(2.3.8)
Γενικά το λ>0 , οπότε προκύπτει, στο μοντέλο του Gurson, ότι η σχέση η οποία










Παρατήρηση: Αν θέσουμε / = 0 τότε από η σχέση (2.3.1) παίρνει τη μορφή : 
Φ = q2-σ,; = 0 => Φ = σ,2 - σ2 = 0, (q= σβ & σ„ = oy) 
που είναι το κριτήριο διαρροής κατά von Mises.
2.4 Ανισότροπο μοντέλο για πορώδη υλικά
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Παρακάτω περιγράφεται το ανισότροπο ελαστο - πλαστικό καταστατικό μοντέλο 
για πορώδη μέταλλα. Αρχικά υποθέτουμε ότι οι πόροι είναι σφαιρικοί και 
ομοιόμορφα κατανεμημένοι στο ισότροπο σώμα και συνεπώς το υλικό είναι αρχικά 
ισότροπο. Όταν το σώμα υφίσταται πλαστικές παραμορφώσεις , υποθέτουμε ότι οι 
πόροι αλλάζουν όγκο και παίρνουν ελλειπτικό σχήμα σε αντίθεση με το μοντέλο του 
Gurson στο οποίο οι πόροι παραμένουν σφαιρικοί σε όλη τη διάρκεια της 
παραμόρφωσης. Σε κάθε σημείο του ομογενοποιημένου πορώδους υλικού 
καθορίζεται ένα αντιπροσωπευτικό τοπικό ελλειψοειδές. Έστω ( n(1), n(2\ n(3^ = η(|) 
χ η(2>) τα μοναδιαία διανύσματα στις κατευθύνσεις των κυρίων αξόνων του τοπικού 
ελλειψοειδούς, (2αν2α2,2α3) τα αντίστοιχα μήκη των κύριων αξόνων του 
ελλειψοειδούς και επίσης ορίζουμε και τους λόγους των κυρίων αξόνων.
τόσο οι πόροι όσο και η κατανομή τους εξελίσσονται με παρόμοια σχήματα και 
κατευθύνσεις. Αυτό σημαίνει ότι το πορώδες υλικό αναπτύσσει και διατηρεί τοπική 
ορθοτροπική συμμετρία. Οι τοπικοί άξονες της ορθοτροπίας ταυτίζονται με τους 
άξονες του τοπικού ελλειψοειδούς (Ponte Castaneda και Willis[16], Willis[ 18, 19], 
Ponte Castaneda και Zaidman [17] ). Οι εσωτερικές μεταβλητές που χαρακτηρίζουν 
την τοπική κατάσταση του ομογενοποιημένου πορώδους υλικού είναι οι
s = ^6p,f,W[,w,,n,l),n(2),n<3) j, όπου ερ είναι η τοπική ισοδύναμη πλαστική
παραμόρφωση στο σώμα και f είναι το τοπικό κλάσμα των πόρων στο υλικό ή 
διαφορετικά το πορώδες του υλικού.
Η ελαστική και πλαστική απόκριση των πορωδών μετάλλων αναλύονται 
ξεχωριστά και έπειτα συνθέτονται για να καταλήξουμε στην ολοκληρωμένη 
ελαστο - πλαστική απόκριση. Ο τανυστής του ρυθμού παραμόρφωσης D του 
πορώδους υλικού σε κάθε σημείο μπορεί να γραφεί ως το άθροισμα ενός τανυστή 
ελαστικού ρυθμού παραμόρφωσης De και ενός τανυστή πλαστικού ρυθμού 
παραμόρφωσης Dp:
Το καταστατικό μοντέλο παρουσιάζεται σε τέσσερα μέρη. Στο πρώτο μέρος 2.4.1 
παρουσιάζεται η ελαστική απόκριση του πορώδους μετάλλου. Το δεύτερο μέρος 
ασχολείται με την καταγραφή της συνθήκης διαρροής και τον κανόνα πλαστικής
Ακόμη, υποθέτουμε ότι, καθώς το σώμα παραμορφώνεται,
D=De + Dp (2.4.1)
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διαρροής. Στο τρίτο μέρος παρουσιάζονται οι κανόνες εξέλιξης των εσωτερικών 
καταστατικών μεταβλητών. Τέλος, οι ελαστικές και πλαστικές καταστατικές 
εξισώσεις συνδυάζονται με σκοπό να προκόψουν οι τελικές ελαστο - πλαστικές
εξισώσεις οι οποίες συνδέουν το ρυθμό παραμόρφωσης D με την παράγωγο 
ν
Jaumman σ του τανυστή των τάσεων του Cauchy.
2.4.1 Ελαστικές καταστατικές εξισώσεις
Υποθέτουμε μια υποελαστική μορφή του ελαστικού μέρους του τανυστή που 
εκφράζει το ρυθμό παραμόρφωσης :
De=Mecr (2.4.2)
Ο
όπου Me είναι ο ελαστικός τανυστής ενδοτικότητας του σύνθετου υλικού και σ 
είναι ο ρυθμός μεταβολής της τάσεως Cauchy η οποία είναι συστροφική με το spin 
των πόρων :
Ο
σ-σ - ω·σ + σ·ω (2.4.3)
όπου ω είναι το spin των πόρων ως προς ένα σταθερό σύστημα συντεταγμένων, π.χ. 
ή(ί) =6>·η(ί), ( = 1,2,3. Ο αντισυμμετρικός τανυστής (ύ ονομάζεται το spin της 
μικροδομής και υπολογίζεται στο υποκεφάλαιο 2.4.3 (εξίσωση (2.4.19)).





Στην παραπάνω έκφραση, ο ΛΛ είναι ο ελαστικός τανυστής ενδοτικότητας του 
συμπαγούς φορέα (ηΐ3ίπχ=φορέας) και είναι ο αντίστροφος του ελαστικού τανυστή
ακαμψίας C,:
1 1
£=2//K + 3/cJ, M = C=—Κ +—J =
1
2μ 3 κ 2/λ
Κ + 1-2ν 
1 + ν '
3=-δδ, K=I-J, Q=C:( I-S),
(2.4.5)
όπου μ και λ: είναι οι ελαστικές σταθερές διάτμησης και διογκώσεως του φορέα, 
ν είναι ο λόγος του Poisson του φορέα, δ και I οι μοναδιαίοι τανυστές δευτέρας και
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τέταρτης τάξεως αντίστοιχα, f το πορώδες και S ο γνωστός τανυστής τετάρτης 
τάξεως του Eshelby. Ο τανυστής του Eshelby [7,8] S είναι συνάρτηση των 
(v,w1,w2,nll),n(2),n,3) j και ο τανυστής Q [18] είναι συνάρτηση των
(AWpw2,n<V2>,n<3>).
2.4.2 Συνθήκη διαρροής και νόμος πλαστικής διαρροής
Στην περίπτωση του ανισότροπου μοντέλου η συνάρτηση διαρροής προκύπτει 
να είναι της μορφής [11, 12]:
Φ(σ,5)=ΪΓ-ja:m(s):a-a2y (ερ) (2.4.6)
όπου σν είναι το όριο διαρροής του υλικού σε εφελκυσμό. Το σν μπορεί να είναι 
είτε μία σταθερά οπότε έχουμε τέλεια πλαστικότητα ή να είναι μία συνάρτηση της 
ισοδύναμης πλαστικής παραμόρφωσης ί/?και συνεπώς σε αυτή την περίπτωση 
υποθέτουμε ότι ο φορέας κρατύνεται. Ο m(s) είναι ένας τανυστής τετάρτης τάξεως 
και υπολογίζεται σύμφωνα με την παρακάτω σχέση :
m(s) = 3μΛί(
3 3/=-Κ + ——μΟ
ν=1/2 2 1 -/ ν=1/2
(2.4.7)
Η έκφραση για το είναι ίδια με αυτή της εξίσωσης (2.4.4) μόνο που εξαιτίας
της υπόθεσης ότι έχουμε πλαστική ασυμπιεστότητα, ο υπολογισμός του πρέπει
να γίνει καθώς το ν —> 1 / 2 . Ο τανυστής Q είναι ανάλογος του μ και εξαρτάται από
τα νν,,w,,n(l),n(2\n(3). Συνεπώς η συνάρτηση διαρροής είναι και αυτή μία
συνάρτηση της τάσεως σ και των καταστατικών μεταβλητών sa. Ο πλαστικός 
τανυστής ρυθμού παραμόρφωσης δίνεται τελικά από τον κανόνα πλαστικής 
διαρροής:
Ώρ=λΝ, Ν =—=-2—,η:σ· (2.4.8)
δσ 1-/
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όπου το λ>0 είναι ο πλαστικός πολλαπλασιαστής και εξαρτάται από τη σκλήρυνση
και την εξέλιξη της μικροόομής. Ο τρόπος υπολογισμού του λ έχει προαναφερθεί 
στην εξίσωση (2.2.10) και (2.2.11) αλλά για το συγκεκριμένο μοντέλο θα 
παρουσιαστεί ξανά στο υποκεφάλαιο 2.4.4.
2.4.3 Εξέλιξη της μικροδομής
Όταν ένα πορώδες μέταλλο παραμορφώνεται πλαστικά, οι καταστατικές 
μεταβλητές εξελίσσονται με αποτέλεσμα να επηρεάζουν την απόκριση του υλικού. 
Στην παρούσα εφαρμογή υποθέτουμε ότι όλες οι αλλαγές στην μικροδομή 
συμβαίνουν μόνο εξαιτίας της πλαστικής παραμόρφωσης η οποία προκαλεί με τη 
σειρά της αλλαγές στον όγκο, στο σχήμα και στον προσανατολισμό των πόρων. Αυτή 
η υπόθεση φαίνεται λογική αφού οι ελαστικές παραμορφώσεις είναι πολύ μικρές σε 
σχέση με τις πλαστικές.
Εξέλιξη της ισοδύναμης πλαστικής παραμόρφωσης £ρ και του πορώδους f 
Η εξέλιξη της ερ καθορίζεται από τη συνθήκη ότι το τοπικό μακροσκοπικό 
πλαστικό έργο σ:/)^ =λ σ:Ν είναι ίσο με το τοπικό μικροσκοπικό έργο 
(1 — /)σνερ οπότε:
Γενικά η παρουσία των πόρων σε ένα μέταλλο μπορεί να θεωρηθεί ως μία μορφή 
αστοχίας του υλικού και επιπλέον η μεταβολή στο πορώδες λόγω ελαστικών 
παραμορφώσεων είναι μικρή. Για αυτό το λόγο γίνεται η υπόθεση ότι οι αλλαγές στο 
πορώδες του υλικού συμβαίνουν κυρίως λόγω του ογκομετρικού πλαστικού ρυθμού 
παραμόρφωσης DPK. Με βάση την παραπάνω υπόθεση αλλά και την εξίσωση της 
συνέχειας προκύπτει η ακόλουθη έκφραση για τον υπολογισμό του f:
(2.4.9)
/=(!-/)£& =λ{\-/)Νκκ =Ag2(a,s) (2.4.10)
Εξέλιξη των και \νΊ και των τοπικών αξόνων της ορθοτροπίας
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Εδώ θα χρειαστεί να ορίσουμε δύο καινούριους τανυστές από τους οποίους ο ένας 
εκφράζει το μέσο ρυθμό παραμόρφωσης, Du, και ο άλλος το μέσο spin, Wv , του 
τοπικού ελλειψοειδούς. Οι τελευταίοι συνδέονται με την πλαστική μακροσκοπική 
παραμόρφωση, D1', και το μακροσκοπικό spin του συνεχούς μέσου , IV , με τις 
παρακάτω σχέσεις (Ponte Castaneda και Zaidman [17], Μ. Kailasam, and Ponte 
Castaneda [12]):
DU = A:DP (2.4.11)
όπου A είναι ένας τετάρτης τάξεως τανυστής «συγκεντρώσεως ρυθμού 
παραμόρφωσης» ο οποίος ορίζεται ως :
Α = (2.4.12)
και
WU = W-C.DP (2.4.13)
όπου C είναι ένας τετάρτης τάξεως τανυστής «συγκεντρώσεως - spin» και ορίζεται
ως:
C=—(1-/) Π: A (2.4.14)
Ο Π είναι ο τετάρτης τάξεως τανυστής περιστροφής του Eshelby [7, 8] ο οποίος 
χρησιμοποιείται για να καθορίσει το spin ενός απομονωμένου ελλειψοειδούς πόρου
στο γραμμικά ελαστικό μέσο και γενικά εξαρτάται από τα | W|, w2, η11 }, η12 *, η() |.







= W, (η(3) · D" ·η(3) -η(1) ·Du n(1)) = w, (n(3) n(3) -n(1) n<'>):D“
(2.4.15)
όπου 2 at είναι το μήκος του /-κύριου άξονα του τοπικού αντιπροσωπευτικού 
ελλειψοειδούς. Λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (2.4.11) και (2.4.8) η τελευταία 
εξίσωση μπορεί να γραφεί ως :
w, =iw1(n(3)n(3)-n(1)n(l)j: Α:Ν = (2.4.16)
και όμοια
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w2 =/lw2(n(3,n(3)-n(2)n(2)): A:N = XgA(a,s) (2.4.17)
Στη συνέχεια ορίζουμε τις εξισώσεις εξελίξεως των διανυσμάτων προσανατολισμού 
η('^. Δεδομένου ότι τα η(,) είναι μοναδιαία διανύσματα η χρονική τους παράγωγος 
γράφεται με την μορφή :
ή(,) =ω·η(ι) (2.4.18)
όπου ω είναι ένας αντισυμμετρικός τανυστής και συμπίπτει με το spin των αξόνων 
Euler της μέσης παραμόρφωσης του τοπικού ελλειψοειδούς και καθορίζεται από τη 
γνωστή κινηματική σχέση (Biot [3], Hill [10], Odgen [14] ):
ω,




οπού λ; ■ α, / α] είναι κλάσμα επιμήκυνσης των κυρίων αξόνων και α® = θ'] — <3?
είναι οι ακτίνες του τοπικού αντιπροσωπευτικού ελλειψοειδούς που αρχικά έχει 
σχήμα σφαιρικό. Στην τελευταία σχέση αλλά και στο υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου, 
οι ποσότητες με τόνο είναι συνιστώσες τανυστών που αναφέρονται σε ένα σύστημα 
συντεταγμένων το οποίο στιγμιαία συμπίπτει με τους κύριους άξονες του τοπικού 
αντιπροσωπευτικού ελλειψοειδούς και καθορίζονται από τα διανύσματα
η(,) (/= 1,...,3). Για παράδειγμα, Dp =Df· κ.λ.π.
Αν χρησιμοποιείται η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων τότε είναι βολικό να 
αναφέρονται όλοι οι τανυστές στο σταθερό καρτεσιανό κεντρικό σύστημα 
συντεταγμένων. Συνεπώς η εξίσωση (2.4.19) γράφεται με τη μορφή :
ir' ·ω ■n(y)=n
λ}-λ*
n(,) Ζ)" ηV) i*j. Λ- * Λ (2.4.20)
Παρατηρούμε όμως ότι.
a, _ α3 / α,° _ Λ
ό"— 7 — ’α, α3 / α;· wj
ί = 1,2,3 με w3=l (2.4.21)
Επίσης παίρνοντας υπόψη ότι το Du είναι συμμετρικό μπορούμε να γράψουμε :
n(,)-Z)u-nw =(n(i)nw):Dw =-(n(i)n(y) + n(y)n(')):Z)^ (2.4.22)
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Επομένως μπορούμε να γράψουμε το spin της μικροδομής ω = (·ω ·η(7))η(,) η(7)
στην παρακατω μορφή :




n«nW+n«n ^):D n(Vy), (w3 = 1) (2.4.23)
Με βάση τις σχέσεις (2.4.11),(2.4.13) και (2.4.8) μπορεί η τελευταία εξίσωση να 





n(') uM + n(V7)):A: N n«nW (2.4.24)
Τελικά είναι βολικό να εισάγουμε το γνωστό πλαστικό spin Wp το οποίο 
καθορίζεται ως το spin του συνεχούς μέσου σχετικά με το spin της μικρό - δομής . 
Χρησιμοποιώντας την τελευταία εξίσωση καταλήγουμε στη σχέση :
Ψρ=λΩρ (2.4.25)
όπου για (νν3 = 1)




n(') n^+n^ η*7·* :A:N n n(7) (2.4.26)
i*j
Στην περίπτωση που το σύστημα συντεταγμένων συμπίπτει με τους κύριους άξονες 
του τοπικού αντιπροσωπευτικού ελλειψοειδούς, τα στοιχεία της τελευταίας εξίσωσης 
γίνονται:
Ω'ρV C -^ijkl
wf + W2:_L____ LA'2 2 ^ijkl
wf ~ Wj J
* * j> W: ^ WJ' w. = 1 (2.4.27)
Επίσης θα πρέπει να αναφερθεί ότι όταν = w2 τότε το υλικό γίνεται τοπικά
εγκαρσίως ισότροπο ( transversely isotropic ) σε σχέση με την n, ’) - κατεύθυνση, και 
τα στοιχεία C'mi μηδενίζονται, και η εξίσωση (2.4.26) συνεπάγεται ότι (Aravas [2]):
Wfp = 0 (2.4.28)
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Ακόμη όταν wx = w2 = w3 το υλικό γίνεται τοπικά ισότροπο και ο τανυστής C
συγκεντρώσεως - spin μηδενίζεται και από την εξίσωση (2.4.26) βγαίνει το 
συμπέρασμα ότι (Dafalias [6]):
IVP = 0 (2.4.29)
Στην ειδική περίπτωση του διδιάστατου προβλήματος, στο οποίο η κίνηση λαμβάνει 
χώρα στο χι —χ2 επίπεδο, το Ωρ είναι της μορφής :
Ωρ = ωρ (-e, e2 +e2 ex) = ωρ ί-n^ + n*2' j (2.4.30)
όπου (βχ,β-ι) είναι τα μοναδιαία διανύσματα των χχ-χ2 αξόνων, και η ποσότητα 
ωρ = -ex ■ Ωρ ·β2 = —■ Ωρ ·η^ σύμφωνα με την εξίσωση (2.4.26) γράφεται για
χνχ Φ w2 ως:
(2.4.31)
και
ωρ = 0 όταν wx = w2 (2.4.32)
Πρέπει, επίσης, να αναφερθεί ότι οι καταστατικές συναρτήσεις 0,N,g,,g2,g3,g4 
και Ωρ είναι ισότροπες συναρτήσεις ως προς τις μεταβλητές τους. Για παράδειγμα : 
o(R-a-Rr,/,wl,w2,R-n(,)J = o(a,/,w1,w2,n(')), (2.4.33)
Ν ί R · σ · Rr, /, w,, w2, R · j = R · Ν |σ, /, w,, νν2, j · Rr (2.4.34)
οι οποίες ισχύουν για όλους τους ορθογώνιους τανυστές R . Θα πρέπει όμως να δοθεί 
έμφαση στο γεγονός ότι το υλικό είναι ανισότροπο και αυτό οφείλεται στον
τανυστικό χαρακτήρα των η^. Ακόμη πρέπει να αναφερθεί ότι η εξίσωση (2.4.18) 
μπορεί να γραφεί με τη μορφή :
η(,)=0 (2.4.35)
όπου η ^ είναι ο ρυθμός των που είναι συστροφικός με το spin των πόρων, 
δηλαδή, η ή(,) - ω · η(,).
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Λαμβάνοντας υπόψη ότι W = ω + IVρ, συμπεραίνουμε ότι η παράγωγος Jaumann
η ^')= - W · μπορεί να γραφεί ως η η W1’ ■ η('* και τελικά από την
(2.4.35) να προκόψει η παρακάτω έκφραση :
η (')= -Wp · η(ί) = —λ Ωρ · η(,) (2.4.36)
Ακολούθως οι εξισώσεις εξελίξεως για όλες τις μεταβλητές s της μικροδομής, 
δίνονται από τις εξισώσεις (2.4.9),(2.4.10),(2.4.16),(2.4.17) και (2.4.36) μπορούν να 
γραφούν συνοπτικά στη μορφή :
ν
j = AG(<7,,s) (2.4.37)
όπου s = p,f,wx,w2,u ^,n ^,n και G είναι μία συλλογή κατάλληλων
ισότροπων συναρτήσεων. Ο πλαστικός πολλαπλασιαστής λ μπορεί να υπολογιστεί 
από τη συνθήκη της συνέχειας η οποία έχει παρουσιαστεί σε γενική μορφή στην 
εξίσωση (2.2.8) και θα παρουσιαστεί ξεχωριστά για το ανισότροπο μοντέλο στο 
επόμενο υποκεφάλαιο.
Συνοπτικά, οι καταστατικοί νόμοι αναπτύχθηκαν παραπάνω για να περιγράφει η 
συμπεριφορά του ελαστο - πλαστικού πορώδους υλικού. Στην ελαστική περιοχή η 
συμπεριφορά χαρακτηρίζεται από τις εξισώσεις (2.4.2) - (2.4.5) και στην πλαστική 
περιοχή από τις εξισώσεις (2.4.6) - (2.4.8). Η εξέλιξη των καταστατικών μεταβλητών 
s καθορίζεται από τις εξισώσεις (2.4.9),(2.4.10),(2.4.16),(2.4.17) και (2.4.36).
2.4.4 Ρυθμός μεταβολής των ελαστο - πλαστικών εξισώσεων
Οι καταστατικές εξισώσεις συνδυάζονται τώρα με σκοπό την εμφάνιση μιας
ν
εξίσωσης που συνδέει την παράγωγο Jaumann του τανυστή των τάσεων σ με τον 
συνολικό ρυθμό παραμόρφωσης D . Η διαδικασία είναι η παρακάτω:
Με αντικατάσταση της De = D-Dp = Ζ)-/ΙΝ στην εξίσωση (2.4.2) έχουμε:
σ = £\D-XC \Ν (2.4.38)
όπου £ = A4e ' . Εφ’ όσον η Φ είναι ισότροπη συνάρτηση η συνθήκη της 
συνέχειας μπορεί να γραφεί στη μορφή ( Dafalias [6] ) :
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δΦ ° δΦ 0 _
Φ = ——:<τη--------s = 0
δσ ds
(2.4.39)
όπου s = < ε p,f,wl,w2in ^»η ^,η ^3Η. Από την εξίσωση (2.4.35) η προηγούμενη
σχέση γράφεται ως εξής :
ΧΤ 0 ΘΦ δΦ δΦ . δΦ . Α 
Ν:σ + ^^τ^ρ+ /+-—w,+-—w·, =0
δε1 δ / διν, 1 δ W-,
(2.4.40)
Με αντικατάσταση των ep,f,w{ και w2 από τις σχέσεις (2.4.9),(2.4.10),(2.4.16) και 
(2.4.17) στην τελευταία εξίσωση προκύπτει:




δΦ δΦ δΦ δΦ
+-^S4δε δ / δ νν, dw-
(2.4.42)
2 7
Η ανάλυση των τριών περιπτώσεων για το Η έχει γίνει στην ενότητα 2.2.2. Επίσης
. Ο
μία εναλλακτική έκφραση για το λ προκύπτει από την αντικατάσταση του σ από 
τη σχέση (2.4.38) στην σχέση (2.4.41):
1
Ν:£ί':Ζ)-ΐ(Ν:£ε:Ν + //) = 0 => λ = -Ν:C : DΖ/ (2.4.43)
όπου L = Η + Ν : £ : Ν το οποίο πρέπει να είναι θετικό στα πραγματικά υλικά. Για 
μία εντατική κατάσταση πάνω στην επιφάνεια διαρροής τέτοια ώστε Φ(σ,.ν) = 0 η
απαίτηση το λ > 0 προσδιορίζει τη “ συνθήκη πλαστικής φόρτισης ” :
Ν: £ : D > 0 (2.4.44)
όπου Ν : £ : D = 0 αντιστοιχεί σε “ ουδέτερη φόρτιση ” (λ = 0) και Ν : £ : D < 0 
σε “ ελαστική αποφόρτιση ”(/1 = 0). Έπειτα με αντικατάσταση του λ από τη σχέση 




Η παράγωγος Jaumann σ σχετίζεται με το σ με την ακόλουθη σχέση :
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σ - σ + σ-lV'’-IVP ·σ = σ + λ (σ·Ωρ -ίϊρ ·σ) =
ο 1 (2.4.46)
= σ + -(σ·Ωρ-Ωρ·σ)(Ν :C:D)
L
ο
Τελικά με αντικατάσταση του σ στην παραπάνω εξίσωση από τη (2.4.45) μας δίνει:
σ = Cep : D, £ρ=£~-
L
(C':N) [£ :Ν) +—(σ·Ωρ - Ωρ ·σ| (£:Ν) (2.4.47)
με την προϋπόθεση ότι Ν: £ : D > 0 (πλαστική φόρτιση). Επίσης πρέπει να 
αναφερθεί ότι το C?p δεν έχει την κύρια (“ διαγώνια ”) συμμετρία, δηλαδή 
βρΜ Φ ££Uj γεγονός που οφείλεται στον τελευταίο όρο τιης εξίσωσης (2.4.47), ο
οποίος αποτελεί τη συνεισφορά του πλαστικού spin στον πλαστικό τανυστή τετάρτης 
τάξεως ϋρ. Όταν Ν : £ : D < 0 (ουδέτερη φόρτιση ή ελαστική αποφόρτιση) η 
εξίσωση για παίρνει τη μορφή :
σ=£ \D (2.4.48)
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3. Αριθμητική ολοκλήρωση των καταστατικών εξισώσεων
Στο παρόν κεφάλαιο θα αναπτυχθούν οι μέθοδοι ολοκλήρωσης των 
καταστατικών εξισώσεων των δύο μοντέλων. Στο μοντέλο του Gurson η 
ολοκλήρωση γίνεται με μέθοδο forward Euler. Στο ανισότροπο μοντέλο η 
ολοκλήρωση γίνεται τόσο με μέθοδο forward Euler ( Kailasam, Aravas και Ponte 
Castaneda [13] ) αλλά και με backward Euler. Και στα δύο μοντέλα χρησιμοποιούμε 
τη θεωρία των μεγάλων παραμορφώσεων και ο τρόπος υπολογισμού του τανυστή 
κλίσης της παραμόρφωσης F αλλά και της λογαριθμικής παραμόρφωσης Εη+| είναι 
ο ίδιος και παρουσιάζεται στην ενότητα 3.1.
3.1 Υπολογισμός του τανυστή της κλίσης της κίνησης F
Πιο συγκεκριμένα, σε ένα περιβάλλον πεπερασμένων στοιχείων, η λύση 
αναπτύσσεται αυξητικά και οι καταστατικές εξισώσεις επιλύονται στα σημεία 
ολοκλήρωσης Gauss του κάθε στοιχείου. Έστω ότι F είναι ο τανυστής κλίσης της 
κίνησης. Σε ένα καθορισμένο σημείο Gauss, είναι γνωστά τόσο τα F'n,an,sn στο
χρόνο tn όσο και το Fn+1 και το πρόβλημα είναι να καθοριστούν τα an+l,sn+,.
Η χρονική μεταβολή του τανυστή κλίσης της κίνησης F κατά τη διάρκεια του 
χρονικού βήματος [ί„,ί„+)] μπορεί να γραφεί ως :
F(<) = AF(<)F„=R(<)-U(l)F„, ,„</</„, (3.1.1)
όπου R(') και U(/) είναι οι τανυστές περιστροφής και ορθής επιμήκυνσης 
αντίστοιχα οι οποίοι συνδέονται με το AF(r). Οι αντίστοιχοι τανυστές ρυθμού 
παραμορφώσεως D(t) και στροβιλότητας W (/) δίνονται από τις σχέσεις :
0(') = [*'(')-F-1Wl=[AF(i)AF-'(i)]j (3.1.2)
και
lF(i) = [F(/).F-|(l)]ii=[AF(l).AF-|(i) (3.1.3)
όπου οι δείκτες s και α δηλώνουν τα συμμετρικά και αντι-συμμετρικά μέρη ενός 
τανυστή αντίστοιχα.
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Κάνοντας την υπόθεση ότι οι άξονες του Lagrange που σχετίζονται με το 
AF(/) (δηλαδή τα ιδιοδιανύσματα του U(/)) παραμένουν σταθερά στο χρονικό
διάστημα [ή,, tn+l ], μπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι:
D(i) = R(i)-E(r)-Rr(/), JF(i) = R(/)-Rr(/) (3.1.4)
καθώς και
σ(ή) = R(/)-(T· Rr (ί), η ^(ί) = R(i)-n ^(ί) (3.1.5)
όπου E(/) = lnU(7) είναι η λογαριθμική παραμόρφωση σχετικά με την ανάλυση 
στο χρόνο tn, σ(ί) = R7 (/)-a-R(/) και n^(i) = R7’(i)-n^(i).
Επίσης ισχύει ότι στην αρχή του βήματος (/ = t„):
F„=R„=U„ = <S, σ,=σ„ n„(i)=n« και Ε„=0 (3.1.6)
ενώ στο τέλος του βήματος ( t = tn+] ):
AF„+1 = F„+1 · F;1 = R„+1 · U„+1 - γνωστό , και E„+1 = In U„+I = γνωστό (3.1.7)
Οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν και για τα δύο μοντέλα. Παρακάτω θα γίνει ξεχωριστά 
η περιγραφή της ολοκλήρωσης των δύο καταστατικών μοντέλων.
3.2 Αριθμητική ολοκλήρωση μοντέλου Gurson
Η αριθμητική ολοκλήρωση του μοντέλου Gurson γίνεται με τη μέθοδο forward 
Euler. Η γενική ιδέα της μεθόδου αυτής είναι ότι χρησιμοποιούνται δεδομένα του 
προηγούμενου βήματος η για να υπολογιστούν οι άγνωστοι του επόμενου η +1.
Ορίζουμε τις ακόλουθες βοηθητικές μεταβλητές :
ααί=Ν«.ί· ™L=(1-m>L"31 = (ΐ-λκι <3'2'υ




τα οποία δίνονται από
σΛ+1 = σβ-Αλέ* :Ν„ με
δσ
δ(Δλ)
: -C : Ν„ και σ* = σ„ + C': ΔΕ,1+1 (3.2.2)
21
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 11:06:27 EET - 137.108.70.7
Κεφάλαιο 3
fn+\ = ίη+Δλ·ΗΗ\ με -,=ΗΗ\ 
δ(Αλ) Ιη
η+1 .+Δλ Η3Ι.$) η
(3.2.3)
(3.2.4)
Για να υπολογιστούν τα παραπάνω χρειάζεται να υπολογιστεί το Αλ . Το τελευταίο 
πρέπει να είναι παίρνει τέτοια τιμή ώστε να ικανοποιείται η συνάρτηση διαρροής :
φ{σ(Δλ),/^λ),ε:(ΑΧ)) = 0 (3.2.5)
Η επίλυση της παραπάνω εξίσωσης για τον προσδιορισμό του Αλ γίνεται με τη 
μέθοδο Newton η οποία παρουσιάζεται παρακάτω σχηματικά :
η 1 3Φ 1 5Φ
ϊ. Αρχική εκτίμηση για το Δλ{η> => Αλ=--------:Ασ=———.Ce'.As
Ηοσ Lοσ
► ϋ. Έλεγχος για το αν το υπολογισμένο Δ λ ικανοποιεί την εξίσωση 
Φ(σ(Δλ),/(ΔΤ),<(ΔΤ)) = Ο.Αν δεν ικανοποιείται η εξίσωση
συνεχίζουμε παρακάτω: 
iii. Υπολογισμός της παραγώγου
SO SO Scr
+
SO 9/ SO δε’
9(ΔΤ) 9σ 9(ΔΤ) 9 / 9(Δ/1) depm 9(ΔΤ)
SO SO i SO ϊ
—-—-=-Ν,.<:Ν„ +  HH\ +  H 3
9(ΔΤ) "+1 9/ ln dep 1
iv. Υπολογισμός μιας διόρθωσης ΔΔλ από τον τύπο ΑΑλ =-
ν. Υπολογισμός του καινούριου Δλ(η+η από τη σχέση:





Αφού υπολογιστεί το Αλ συνεχίζουμε με τον προσδιορισμό των 
<7„+ι,/„+ι και ερ | από τις εξισώσεις (3.2.2),(3.2.3) και (3.2.4) αντίστοιχα και 
έπειτα προχωρούμε στον υπολογισμό της ιακωβιανής στο τέλος του βήματος η +1:
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C’r =Ci - jCi -N,„, N„+, :Ci (3.2.6)
με
i = -ffL+N.*i:C,:N„1 (3.2.7)
όπου Η είναι αυτό στη σχέση (2.3.9).
Παρατήρηση
Κατά την εφαρμογή της μεθόδου ολοκλήρωσης forward Euler απαιτείται ο 
υπολογισμός ενός «ελαστικού κλάσματος», r, όπως φαίνεται στο σχήμα 3.1. 
Μπορούν να υπάρξουν δύο περιπτώσεις :
• Περίπτωση I
Η εντατική κατάσταση του φορέα να βρίσκεται μέσα στην επιφάνεια 
διαρροής (crj,1*) και ύστερα από φόρτιση να βγαίνει έξω από αυτή (σ^). Η 
επιστροφή προς την επιφάνεια διαρροής θα πρέπει να γίνει κατά την διεύθυνση 
του . Θα πρέπει, συνεπώς να υπολογιστεί η εντατική κατάσταση σ® από 
τη σχέση :
σϊ,2) = + r Δί7e (3.2.8)
όπου
Ασβ = Ce: ΔΕ (3.2.9)
• Περίπτωση II
Όμοια, όταν η εντατική κατάσταση του φορέα βρίσκεται πάνω στην 
επιφάνεια διαρροής () και ύστερα από φόρτιση το διάνυσμα που ενώνει το 
με το σβ τέμνει την επιφάνεια διαρροής απαιτείται ο υπολογισμός του
σ|;2· χρησιμοποιώντας την προηγούμενη σχέση με τα αντίστοιχα και Ασ'' 
της περίπτωσης II. Η επιστροφή της λύσης πρέπει να γίνει, συνεπώς, στη 
διεύθυνση του διανύσματος και όχι στην .
Στην περίπτωση του μοντέλου του Gurson, ο υπολογισμός του ελαστικού 
κλάσματος , r , δεν μπορεί να γίνει αναλυτικά. Αρχικά, αναπτύσσουμε το υπερβολικό 
συνημίτονο της σχέσης 2.3.1 σε μία σειρά Taylor :
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cosh
( Ί ^3 j?
2 σ,η J
1 + 1 9 ρ2
2 4 σ2
(3.2.10)
και θέτουμε όπου ρ = pn+r · Αρ και αντικαθιστούμε στη συνάρτηση διαρροής 
(2.3.1) και έχουμε:
A-r2 + B-r + C = 0 (3.2.11)
οπού
Λ
Α = ^b + -fnAp2 Β = 3a + -fnPnAP , C = q2n+-fnp2n-(\-fn)al (3.2.12)
I ) 4ν2 4
όπου ρ η υδροστατική τάση και q η ισοδύναμη τάση κατά von Mises και λύνοντας 
την παραπάνω εξίσωση :
-B + yjB2 - A AC
2 A
(3.2.13)
έπειτα χρησιμοποιούμε μία μέθοδο Newton στην εξίσωση (2.3.1) προσπαθώντας να 
βρούμε το r για το οποίο ικανοποιείται ακριβώς η συνάρτηση διαρροής.
Σχήμα 3. 1
24
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 11:06:27 EET - 137.108.70.7
Κεφάλαιο 3
3.3 Αριθμητική ολοκλήρωση του ανισότροπου μοντέλου
Το ανισότροπο μοντέλο έχει ολοκληρωθεί με δύο διαφορετικές μεθόδους. Στην 
ενότητα 3.3.1 παρουσιάζεται η μέθοδος ολοκλήρωσης forward Euler η οποία είναι η 
ίδια με αυτή που χρησιμοποιήθηκε στο μοντέλο του Gurson . Στην ενότητα 3.3.2 
παρουσιάζεται η μέθοδος backward Euler η οποία χρησιμοποιήθηκε σε μία πιο απλή 
μορφή και επιλύει την εξίσωση της συνάρτησης διαρροής και του κανόνα διαρροής 
στο βήμα η +1. Τέλος στο υποκεφάλαιο 3.4 παρουσιάζεται ο τρόπος υπολογισμού 
των τανυστών του Eshelby.
3.3.1 Forward Euler στο ανισότροπο μοντέλο
Όπως και στο μοντέλο του Gurson , ισχύουν και στο ανισότροπο μοντέλο οι 
σχέσεις της ενότητας 3.1. Παίρνοντας, λοιπόν, υπόψη ότι τα Φ,Ν,£ϊ, g2 > <§3 >£4και
Ωρ είναι ισότροπες συναρτήσεις των μεταβλητών τους οι ελαστοπλαστικές 
εξισώσεις μπορούν να γραφούν στη μορφή 1 (Μ. Kailasam, Ν. Aravas και Ρ. Ponte 
Castaneda [13]):
Ε = Ee +ΕΡ (3.3.1)
σ = a : Ee + λ[σ · Ωρ (σ, ή - Ωρ (σ,ή · σ] (3.3.2)
Φ(σ,ί) = 0 (3.3.3)
Ερ=ΐΝ(σ,5) (3.3.4)
sp=Agl(a,s) (3.3.5)
f = Xg2(a,s) (3.3.6)
w, =Ag3(d,s) (3.3.7)
w2=Ag4(d,s) (3.3.8)
η(ί) = -ΐΩρ(σ,5)·ή(ί) (3.3.9)
όπου 4, = RmlR„jRptR,,Cmnpq και i = {/,Wl,w2,n<1),n'2»>n(3)j.
1 Στις παρακάτω εξισώσεις οι συναρτήσεις gx, g2, g3 ? g4 χρησιμοποιούνται στις υπορουτίνες 
mahesh forw.f και mahesh back.f που θα παρουσιαστούν στο τέλος της εργασίας με τα ονόματα 
Η3, ΗΗ, Gl, G2 αντίστοιχα.
25
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 11:06:27 EET - 137.108.70.7
Κεφάλαιο 3
Η ολοκλήρωση της εξίσωσης (3.3.1) δίνει:
ΔΕ = ΔΕε + ΔΕΡ <=> AEe = AE-AEp (3.3.10)
όπου χρησιμοποιείται η έκφραση ΔΑ = ΑΠ+1 - Αη, και ΔΕ = Εη+1 = γνωστό. Η 
μέθοδος forward Euler χρησιμοποιείται για την αριθμητική ολοκλήρωση των 
εξισώσεων (3.3.2) και (3.3.4):
σ„+, = σ„ + C,: ΔΕ' + ΔΛ (σ„ ■ t# ~ W' σ,) (33.11)
και
ΔΕΡ = Δ/ΙΝ„ (3.3.12)
όπου χρησιμοποιήθηκε το γεγονός ότι Cn- Cn. Με τη βοήθεια των σχέσεων (3.3.10) 
και (3.3.12) μπορούμε να γράψουμε την (3.3.11) ως :
<τ„, =<τ'-ΔΛ(^:Ν „-σ„·Ω^-Ω,;·σ„) (33.13)
με σ° = ση + £η : ΔΕ = γνωστό που έχει πάρει την ονομασία “ελαστική πρόβλεψη” 
ή “elastic predictor”.
Οι εξισώσεις εξελίξεως των καταστατικών μεταβλητών 
εΡ,/, w, και w2 επίσης ολοκληρώνονται με το σχήμα forward Euler και παίρνουν τη 
μορφή :
^1 + 1> II + AAgl(an,sn) (3.3.14)
II~¥ fn + AAg2(an,sn) (3.3.15)
II
<ι +__C5Γ Wi n+AAg3(an,sn) (3.3.16)
^υ^)= w2 | n + AAg4(a„,s„) (3.3.17)
Επίσης η εξίσωση εξελίξεως (3.3.9) για τα ιΐ1'* προσεγγίζεται από τη σχέση :
η(ί) = -Αί1ρ·Ώ (')
«d ή
άλ
= -Ωρ ήα(') (3.3.18)
η οποία με τη σειρά της μπορεί να ολοκληρωθεί και να δώσει:
ΑΪί1=®χρ(-ΔΛ/?,'’)·η» (3.3.19)
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Το εκθετικό ενός αντισυμμετρικού τανυστή δευτέρας τάξεως Α(Α7 = -A j είναι
ένας ορθογώνιος τανυστής και μπορεί να υπολογιστεί από την ακόλουθη έκφραση 
την οποία απέδειξε ο Gibbs ( Cheng και Gupta [4]):
exp(A) = δ +-------Α+----- ^—Α" (3.3.20)
s a
όπου a - ^Α~Α~Ϊ2 είναι το μέτρο του αξονικού διανύσματος του A .
Στην ειδική περίπτωση ενός διδιάστατου προβλήματος στο οποίο η κίνηση γίνεται 
στο επίπεδο χ, — χ2, τα μπορούν να γραφούν ως εξής :
=cos^e, +sin6)e2, = —sin<9e, + cos0e2, ή(^ = ή(Ι^χή^ (3.3.21)
όπου (e,,e2) είναι τα μοναδιαία διανύσματα κατά μήκος των αξόνων χ, και χ2. 
Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση (3.3.19) είναι ισοδύναμη με την :
θη+ι=θη+ΑΘ, Αθ = -Αλω^ (3.3.22)
όπου ωζ καθορίζεται από τις εξισώσεις (2.4.31) και (2.4.32).
Οι εξισώσεις (3.3.13) - (3.3.17) και (3.3.19) καθορίζουν τις ποσότητες ση+χ και 
sn+j συναρτήσει του Αλ . Η αντικατάσταση των ση+] (Δ/1) και ί/)+ι (Αλ) στην 
συνάρτηση διαρροής (3.3.3) δίνει μία αλγεβρική εξίσωση της μορφής :
φ(σ„,(Δ1),ν,(ΔΑ)) = 0 (3.3.23)
η οποία λύνεται αριθμητικά με τη μέθοδο Newton που παρουσιάστηκε στην 
προηγούμενη ενότητα για τον υπολογισμό του Αλ . Αφού υπολογιστεί το Αλ , οι 
εξισώσεις (3.3.13) - (3.3.17) και (3.3.19) καθορίζουν τα άη+1 και £Π+1. Τελικά , τα
ση+ι και n^j υπολογίζονται από τις σχέσεις :
σ„+1 =R„+1-o-„+1-R^+1 και n^, = R„+1 · (3.3.24)
και με αυτό τον τρόπο ολοκληρώνεται η μέθοδος ολοκλήρωσης.
Παρατήρηση
Όπως και στο μοντέλο του Gurson έτσι και στο ανισότροπο μοντέλο απαιτείται ο 
υπολογισμός ενός « ελαστικού κλάσματος » για κάθε σημείο ολοκλήρωσης σε κάθε
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στοιχείο. Στο ανισότροπο μοντέλο είναι δυνατόν να υπολογιστεί αναλυτικά η 
έκφραση που το υπολογίζει και προκύπτει από τη λύση της εξίσωσης :
A-r2 + 2B-r + C = 0 (3.3.25)
όπου
A = Aae:m(s):Aae, Β = σ„: /n(s): Ασ\ C = (\-/η)·Φ(ση,ς) 
οπότε




3.3.2 Backward Euler στο ανισότροπο μοντέλο
Η μέθοδος αυτή αναπτύχθηκε γιατί γενικά είναι περισσότερο ευσταθής από την 
forward Euler για μεγάλα βήματα. Πιο συγκεκριμένα δεν ακολουθείται μέθοδος 
ολοκλήρωσης backward Euler σε όλες τις ελαστο - πλαστικές εξισώσεις αλλά μόνο 
στις εξισώσεις του κανόνα πλαστικής διαρροής. Οι υπόλοιπες καταστατικές 
εξισώσεις ολοκληρώνονται με μέθοδο forward Euler. Πιο αναλυτικά, έχουμε τους 
δύο βασικούς αγνώστους Αλ και ΔΕ/; και τις δύο βασικές εξισώσεις :
4>β»+,Λ. ι. <+, ·"!;!,) = ° (3.3.28)
G = ΔΕ1’ - Αλ Ν„, (ί„,„ ,Α<'>,) = 0 (3.3.29)
οι οποίες λύνονται την επαναληπτική μέθοδο Newton.
Κατά τη διάρκεια της ολοκλήρωσης, για κάθε ζεύγος Αλ και ΔΕΡ, τα 
(Τ,Ι+ι, ΔΕp,Af, Awa και καθορίζονται από τις παρακάτω σχέσεις :
(ΑΛ, ΛΕ") = σ' - Cfn: Δ& + Δλ(σ„ ■ Ο' - Si; ·ση)
= σε - Cn : ΔΈ,Ρ + Δλ R,
Δερ{Δΐ.ρ)=—"" :ΛΕ'’—- = Κ. JEiJ (3.3.31)
Af(AW)=(\-f„)AEpk (3.3.32)
Awa [Δΐ,ρ) = < (ηΡ)ηΡ) -η<“)I.W): Α, :ΔΕΡ S R3o : ΔΕΡ (3.3.33)
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"L'i, (Δλ) = exp (-ΔΑ Ωρ) · (3.3.34)
το παραπάνω σύστημα εξισώσεων λύνεται θέτοντας μία πρώτη εκτίμηση για το 
ΔΑ που δίνεται από τη συνθήκη της συνέχειας :
1 <9Φ 1 3Φ
Φ = 0 => ΔΑ =———;Δσ=4--τ-—:£! :ΔΕ (3.3.35)
Η da Lda
Η ιακωβιανή του παραπάνω συστήματος καθορίζεται από τις παρακάτω εξισώσεις :
δΦ δΦ δσ δΦ δη^+ ■
δλ δσ δλ δλ
- = Ν: R, (3.3.36)
δΦ δΦ δσ δΦ δερ δΦ δ/ δΦ δ\νη ■----- .+------------ + J +·-----------
δΕρ δσ δΕρ δερ δΕρ δ/ δΕ^ δ\να δΕρ
δΦ= -N:CL' + —— R-, + -^—— RδΦ δ/ δΦ
δερ 2 δ/ δΕρ δ\να 3 a
(3.3.37)
και
5G χτ „ J---- = -Ν-ΔΑ
δλ
^δΝ δσ δΝ δή(0^ +







^δΝ δσ δΝ δ/ δΝ dw. Λ
+ .. . _■ +-------------------------- '
= 1-Δλ
δσ δΕρ δ/ δΕρ dwa δΕρ
2 _ δΝ δ/ δΝ _-------- m:C„+--------— +----- R,„
1 -/ " df δΕρ dwa 3α
(3.3.39)






2 Λ 2 dm λ 2 -m : σ Η------- -—-: σ = -------- --- -:  ----------=- m
1-/3/ (1-/) L +(i-/)f·
: σ =
κ + 2(1+/)//ρ-'
(!-/) L 1_/ κ=1/2
(3.3.41)
:σ
δΝΗ παράγωγος ------ θα υπολογιστεί αριθμητικά γιατί είναι πολύ δύσκολο να βρεθεί
dw„
δηι δΝ δΦ δή(':αναλυτική έκφραση για το —— ενώ οι παράγωγοι ... και · ——
dwa δη^' δή'1' ολ
θα τεθούν
προσεγγιστικά ίσες με μηδέν:
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dwa 1 ~fdwa 
δΝ 2 dm







σ - 0 (3.3.43)
δη«








Συγκεκριμένα, το σύστημα που θα λυθεί σε ένα επίπεδο πρόβλημα δίνεται σε 
μητρωϊκή μορφή από την ακόλουθη έκφραση :
δΦ δΦ δΦ δΦ δΦ
δλ δΕρ δΕρ2 δ^3 δ^2
δσ, δσ, δσ, δσ, δσ,
δλ δΕρ δΕΡι δ^3 δ^2
3G2 δβ2 dG2 δσ2 δώ2
δλ δ£ρ δΕρ2 δ^3 δ^2
dG3 δ03 δώ3 δώ3 δώ3
δλ &Γι δ££ δ^3 δ^2
δώ4 δ04 δώ4 δώ4 δώ4
δλ δΕ', δ^2 δΕί; ΒΚ
' <?(Δ2) Φ
ί(Α£,Ί)




Το σύστημα λύνεται ως προς δ(Αλ),δ(ΑΈρ) και όπου Ga = ΑΕρα - Αλ Ναα με
α = 1,2,3 (όχι άθροιση στο a) και G4 = ΑΕ(’2 - Αλ Ν] 2. Όταν συγκλίνει το
σύστημα και για τους πέντε παραπάνω αγνώστους , δηλαδή ικανοποιηθούν και οι 
πέντε εξισώσεις
Φ (<*„+ι, , Λ+ι, <+ι, η(;1,) = 0 (1 εξίσωση) (3.3.47)
G=AEp-AANn+i σ„+1,/„+1,<+1,ήξ{, =0 (4 εξισώσεις ) (3.3.48)
τότε τα σΛ+1 και η^, υπολογίζονται από τις σχέσεις :
σ„+1 = RII+1 · ση+ι · R^i και = R„+1 · (3.3.49)
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3.3.3 Σύγκριση της backward και forward μεθόδου
Στην παρούσα ενότητα θα γίνει μία προσπάθεια να αναπτυχθούν τα 
πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα της κάθε μεθόδου όσον αυτά αφορούν την 
περίπτωση του ανισότροπου μοντέλου. Είναι αποδεδειγμένο ότι και οι δύο μέθοδοι 
έχουν την ίδια ακρίβεια αλλά παρουσιάζουν διαφορά στην ευστάθεια.
Πιο συγκεκριμένα, η backward μέθοδος είναι πιο ευσταθής από την forward. 
Στην περίπτωση του ανισότροπου μοντέλου αλλά και γενικά στην πλαστικότητα αυτό 






Σχήμα 3.2. Γραφική αναπαράσταση της επίλυσης ενός προβλήματος πλαστικότητας με τις μεθόδους 
backward και forward.
Έστω, ότι το σώμα μας χαρακτηρίζεται από μία εντατική κατάσταση ση στο 
τέλος του προηγούμενου βήματος. Στην αρχή του επόμενου βήματος γίνεται μία 
εκτίμηση για το νέο τασικό πεδίο (elastic predictor) <7C το οποίο τέμνει την επιφάνεια
31
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 11:06:27 EET - 137.108.70.7
Κεφάλαιο 3
διαρροής και συνεχίζει έξω από αυτή έως το σημείο Β.Το μέγεθος του διανύσματος 
που ενώνει το ση με το σ1' εξαρτάται από το μέγεθος του εκάστοτε βήματος. Έπειτα 
το σημείο αυτό πρέπει να επιστρέφει προς τα πίσω μέχρι να πέσει πάνω στην, κατά 
λίγο μεγαλύτερη, καινούρια επιφάνεια διαρροής - η οποία στην περίπτωση του 
σχήματος 3.2 για λόγους απλότητας είναι η ίδια με αυτή στο προηγούμενο βήμα. Ο 
τρόπος με τον οποίο θα γίνει η επιστροφή αυτή διαχωρίζει τις δύο μεθόδους.
Στην backward μέθοδο το σημείο Β επιστρέφει «ακτινικά» στη διεύθυνση του 
διανύσματος Ν„+1 και είναι σίγουρο ότι θα τέμνει την καινούρια επιφάνεια διαρροής. 
Το σημείο τομής Α θα αποτελεί την λύση στο βήμα η +1. Αντιθέτως στην περίπτωση 
της forward μεθόδου η επιστροφή γίνεται σε διεύθυνση «παράλληλη» με αυτή του 
διανύσματος Ν„. Όπως φαίνεται και από το σχήμα 4.22 αν το βήμα είναι μεγάλο
τότε το σημείο G δεν θα τέμνει σε καμία περίπτωση την νέα επιφάνεια διαρροής με 
αποτέλεσμα να μην υπάρχει λύση για το πρόβλημα.
Συνεπώς, προκύπτει ότι η forward μέθοδος είναι περισσότερο ευαίσθητη σε 
μεγάλα βήματα φόρτισης ενός σώματος συγκριτικά με την backward μέθοδο. Αυτό 
σημαίνει ότι η backward μέθοδος χρειάζεται λιγότερο χρόνο (Πίνακας 1) από τη 
forward για να ολοκληρωθεί το συνολικό βήμα φόρτισης (step time).
Ειδικότερα προκύπτει ότι όταν έχουμε μικρή ή καθόλου σκλήρυνση και οι 
κύριες διευθύνσεις των τάσεων περιστρέφονται κατά τη διάρκεια ενός βήματος τότε 
υπάρχει πιθανότητα να μην υπάρχει λύση στο πρόβλημά μας, αν το μέγεθος του 
ΔΕ ξεπεράσει την τιμή της παραμόρφωσης διαρροής ( Ortiz και Popov [15] ).
Πίνακας 1






Βήμα 2 1316 1989
Βήμα 3 1175 1745
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3.4 Υπολογισμός των τανυστών του Eshelby και του τανυστή Q
Στην ενότητα αυτή θα παρουσιαστεί ο τρόπος υπολογισμού των τανυστών του 
Eshelby και του τανυστή Q. Ο Willis [18] έχει αποδείξει ότι οι ακριβείς σχέσεις 
υπολογισμού των τανυστών n,S και Q είναι οι εξής :
1 ΓΛ,^.Τ <&{ξ)Π
\πννχ w2 |φ1 ζ~'·ξ\
(3-4.1)
S = -












όπου Z = w, + w2 + n^n^ και
(H(i): l).h = -^(4,44+444+44,4+444)-
-ΛΛ:44,44+77? A:44,4
|4| 1-v 14 1-v




e„„ (4, v) = 44+44 -^r( W-+444+444+444)+
+ -
2v
1-v 44 - j|j2 (444+444) + -^—4444|4
4 i 'si'sj'. 
1-V
(3.4.6)
Οι εξισώσεις (3.4.1),(3.4.2) και (3.4.3) συνδυάζονται με τις (3.4.4),(3.4.5) και (3.4.6) 
για τον αριθμητικό υπολογισμό των FES και Q. Και στις τρεις περιπτώσεις 
χρειάζεται να υπολογιστούν αριθμητικά, ολοκληρώματα της μορφής
π 2πJ Α(ξ)(β(ξ) = J J Α[ξ(θ,φ))ύηφάθάφ (3.4.7)
\ξ\=\ φ=0θ=0
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όπου ξ — (sin^cos0,sin^sin$,cos^). Μετά από μετασχηματισμούς της μορφής




και το οποίο υπολογίζεται αριθμητικά με ολοκλήρωση Gauss της μορφής
2 NG NG .
γΣΣ^πιΑ(Φ>^)) sin 4 <3 ·4·9>
όπου θ,=θ(η) και φ] = φ{S - J, η και Sj είναι οι σταθμοί ολοκλήρωσης, και
Wj και Wj είναι οι αντίστοιχοι συντελεστές βαρύτητας.
Παρακάτω παρουσιάζουμε ένα διαφορετικό τρόπο υπολογισμού των τανυστών 
αυτών τον οποίο πρότεινε ο Eshelby [7, 8], Μπορούμε να μετατρέψουμε τα διπλά 
επιφανειακά ολοκληρώματα των προηγούμενων σχέσεων σε σχέσεις που περιέχουν 
μονά ελλειπτικά ολοκληρώματα. Έτσι καταλήγουμε στις παρακάτω σχέσεις για τον 
υπολογισμό των στοιχείων των τανυστών του Eshelby και του τανυστή Q. Οι 
παρακάτω σχέσεις ισχύουν με τις προϋποθέσεις ότι:
> a>b>c όπου a,b,c είναι οι κύριοι άξονες α|5α2,α3 του τοπικού
ελλειψοειδούς και πρέπει κάθε φορά να είναι κατανεμημένοι έτσι ώστε να 
ισχύει η προηγούμενη ανισότητα.
> πρέπει επιπλέον να αναφερθεί ότι οι εξισώσεις για τα στοιχεία των 
τανυστών του Eshelby και του τανυστή Q ισχύουν μόνο στην περίπτωση 
ενός κεντρικού συστήματος συντεταγμένων του οποίου οι άξονες είναι 
παράλληλοι με τους κύριους άξονες του τοπικού ελλειψοειδούς.
Για τον τανυστή S έχουμε:
Su = *^ιιιι = Ρα /„ + Λ/,
S22 = S2222 = Pb I22+RI2 
S33 = *S'3333 = Pc I33+RI3
P\2 = ^1122 : Pb I\2 ~ RI\
S,3=Sn33 = Pc2I\3-RI^ (3.4.10)
$21 = *^2211 — Pa I\2 — PI2
Κεφάλαιο 3
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όπου
$23 - ^2233 — Pc 121 Ρ^2
^31 ~ *^3311 —Ρα I\3~Ph
$32 ~ *^3322 — Ρ b 122, ΡΙτ,
S„=Smi=?-{a2 +b2)lnAlx+I2)
^=^13.3=fK+^2)/.3+f(A+/3)
^66 = ^2323 = +C )^23+^*(A + A)




Για τον τανυστή Π τα μοναδικά μη - μηδενικά στοιχεία είναι τα 
Πΐ2ΐ2’Π2323’Π3ΐ3ΐ και τα στοιχεία αυτά που προκύπτουν από εναλλαγή των δεικτών 
του πρώτου ζευγαριού και του δεύτερου (π.χ. Π2112,Π2121...). Πρέπει να σημειωθεί 
ότι ο τανυστής Π είναι αντισυμμετρικός ως προς τους πρώτους δύο δείκτες και 
συμμετρικός ως προς τους δύο τελευταίους. Άρα :
Π -Π = -Π __—iA2121 ~ Α12112 α11221 g^ ’
Π = Π = -Π - ^Α13131 α131Χ3 1Α|1133 I 8;γ
Τέλος για τον τανυστή Q ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις :
ί ι ο 2 Λ
01 1 “01 111 -
022 — 02222 -






λ 1 , 3αΑπ—/,--------/,,
2 1 2 ,
, 1,3b2 . Λ
4π 2 1 2 722
2;r(l-v)





012 — 021 — 01122 —




8τγ (1 — ν) -
16^rv + (1 — 4 ν) (/, +/2)-3^α2 +/>2)/] 
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044 - 01212 ~ l·1
055 ~ 01313 - μ
066 — 02323 — μ '
μ
8ττ (1 — ν) -
(1-2ν)(/,+/2) + 3(«2 + 62)/,2
μ
8ττ (1 — ν) -
(1 - 2ν)(7, + /3) + 3(ο2 +c2) /]3






όπου μ τα μέτρο διατμήσεως και ντο μέτρο του Poisson. Σε όλες τις παραπάνω 
σχέσεις χρησιμοποιούνται οι συντελεστές / οι οποίοι ορίζονται παρακάτω. Αρχικά 
θα πρέπει να διαχωρίσουμε τρεις βασικές περιπτώσεις για τις οποίες τα / παίρνουν 
διαφορετική μορφή και αυτές είναι:











/2 = \π-Ιχ -/3
12
T - _h,__Zl_ / - ^3 h r _ 13 J2
Ι,Ί ~ ~( 2 / 2 \ ’ 13 _ ο/' 2 2 \ ’ 233la-b j 3la -c J






111 3 a1 12 l3’ 22 3 b2 12 23’ 33 3c2 13 23
-/l3 -/23 (3.4.26)




/ \ 2)Yi-il c c ccos — — 1- T
UJ a J
/3 = 4 π - 2/,
/ - ^3"/, i-i i = __ Ai
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-μι — 3/12 9 122 A1 ’
III. για a> b = c έχουμε
τ - j - 2;rac2
A - A
4^7"
/ = - / - I
33 3c2 13 23
(3.4.30)
$
2 > A / \α fL_i -cosh-1
a
C lc J
, /, =4π-2Ι2 (3.4.31)
r _ Wi 712 “ 3(α2 -&2) ■^13 - A’
j __A
23 3ό2 4
4ttT - _ J _/ J -1/ J - J-'ll 3^2 -'12 -‘13’ 122 Jl23’ -*33 -‘22








5a2 ’ _1Z _1J "ZJ 3
όπου F = F(0,k) και E = E{6,k) είναι ολοκληρώματα πρώτου και δεύτερου τύπου
με
θ




ο yj\-k2 sin2 φ
(3.4.35)
0 = sin·' (3.4.36)
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Παρατηρήσεις
0 Πρέπει να σημειωθεί ότι κατά τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων 
παρατηρήθηκε ότι υπήρχε πρόβλημα αριθμητικού υπολογισμού των τανυστών 
του Eshelby και του τανυστή Q όταν τα a, b, c έπαιρναν τιμές πολύ κοντά στη 
μονάδα. Στην περίπτωση αυτή χρειάστηκε να γίνει γραμμική παρεμβολή μεταξύ 
των τεσσάρων προαναφερθέντων περιπτώσεων.
Πιο συγκεκριμένα η παρεμβολή γίνεται όταν τα w, και w2 βρίσκονται
ταυτόχρονα στο διάστημα (0.99,1.01). Στην περίπτωση αυτή απαιτείται ο
διαχωρισμός σε τρεις περιπτώσεις όπου οι συναρτήσεις παρεμβολής παίρνουν 
διαφορετική μορφή:
□ a = 1 > b > c > 0.99
Σχήμα 3.3
Χρησιμοποιούμε τις παρακάτω συναρτήσεις παρεμβολής
N\(b,c) =
c- 0.99
0.01 ' Ν2 {b,c) =
b-c




όπου η Ν] μηδενίζεται στα σημεία 2 και 3, η Ν2 μηδενίζεται στα σημεία 1 και 3 
και η Ν3 μηδενίζεται στα σημεία 1 και 2. Τα / υπολογίζονται ακριβώς στα
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σημεία 1,2 και 3 με τη βοήθεια των σχέσεων που έχουν αναφερθεί παραπάνω. 
Έπειτα γίνεται γραμμική παρεμβολή οπουδήποτε μέσα στο γραμμοσκιασμένου 
τριγωνικό τμήμα του σχήματος 1. Οι τανυστές (π.χ. ο τανυστής Q )έπειτα 
υπολογίζονται από την σχέση :
Q(b,c) = j^Qm-N,(b,c) (3,4.38)
/=1
□ 1.01 > a > b = 1 > c > 0.99




,Υ(- '_θ-°·99)(1·0|-φ W(ac' (c-0.99)(a-l) 
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□ 1.01 > α > > c = 1






0 Επίσης, είναι αναγκαίος ο υπολογισμός της παραγώγου ------ όπου wl είναι το
dwa
κλάσμα του μοναδιαίου άξονα του ελλειψοειδούς προς τον μεγαλύτερο, ενώ το 
w2 είναι το κλάσμα του μοναδιαίου άξονα του ελλειψοειδούς προς τον 
μικρότερο, με άξονές του τα a,b,c. Ο υπολογισμός της παραγώγου γίνεται 
αριθμητικά.
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4. Εφαρμογές
Στο παρών κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε δύο εφαρμογές των μοντέλων που 
αναλύθηκαν παραπάνω. Στην πρώτη από αυτές, θεωρούμε το πρόβλημα της ρωγμής 
εφελκυστικού τύπου (mode-I) σε συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης ενός ομογενούς 
πορώδους ελαστοπλαστικού υλικού. Στην δεύτερη εφαρμογή θεωρούμε το πρόβλημα 
του μονοαξονικού εφελκυσμού σε συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης ενός 
ομογενούς πορώδους ελαστοπλαστικού υλικού.
4.1 Όλκιμη θραύση εφελκυστικού τύπου
Στη συγκεκριμένη εφαρμογή χρησιμοποιούμε το πρόγραμμα πεπερασμένων 
στοιχείων ABAQUS. Ο κάνναβος που χρησιμοποιήθηκε φαίνεται στο Σχήμα 4.1 ενώ 
στο Σχήμα 4.2 παρουσιάζεται μία μεγέθυνση αυτού κοντά στην ακμή της ρωγμής. 
Μπροστά στην ακμή της ρωγμής αναπτύσσεται πλαστικότητα μικρής κλίμακας και το 
πεδίο των τάσεων και παραμορφώσεων είναι πολύ δύσκολο να προσδιορισθεί 
αναλυτικά. Συνεπώς, χρησιμοποιούμε τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων σε 
συνδυασμό με αριθμητικές μεθόδους ολοκλήρωσης οι οποίες όμως κοντά στην ακμή 
της ρωγμής απαιτούν μεγάλη ακρίβεια και μεγάλο αριθμό κόμβων και στοιχείων.
Σχήμα 4. 1
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Στην άνω επιφάνεια του σχήματος 4.1 εφαρμόζουμε βηματικά την ελαστική 
λύση του προβλήματος mode-I της ρωγμής. Δηλαδή οι περιφερειακοί κόμβοι 









όπου w; είναι οι συνιστώσες της μετατόπισης κάθε περιφερειακού κόμβου και (γ,Θ)
οι πολικές συντεταγμένες των κόμβων αυτών. Το Κ, ονομάζεται συντελεστής
εντάσεως των τάσεων (stress intensity factor) και αυξάνεται σταδιακά.
Στην κάτω δεξιά επιφάνεια έχουμε οριακές συνθήκες συμμετρίας σε σχέση με 
το άλλο μισό κομμάτι ενώ η κάτω αριστερά επιφάνεια αποτελεί την ελεύθερη 
επιφάνεια της ρωγμής και δεν εφαρμόζονται οριακές συνθήκες σε αυτή.
Υλικό
Ο φορέας είναι ένα ελαστοπλαστικό υλικό με μέτρο ελαστικότητας Ε, λόγο 
Poisson ν = 0.3 και ακολουθεί τον παρακάτω νόμο σκλήρυνσης :
σ, (^) = σο
ί — Ό \ Υη
1 + - (4.1.2)
Ό
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όπου σ0 είναι το όριο διαρροής του φορέα, ε0=σ0/ Ε και η είναι ο εκθέτης 
σκληρύνσεως. Στους υπολογισμούς χρησιμοποιούνται οι τιμές Ε / σ0 - 300 και 
η = 10 ενώ θεωρούμε αρχικό πορώδες /0 = 0.04 .
Συγκεκριμένα, η όλκιμη θραύση των μετάλλων συμβαίνει εξαιτίας της 
πυρήνωσης και συνένωσης των μικροοπών. Η εξίσωση εξελίξεως του πορώδους 
παίρνει τη μορφή :
/ fgrowth fη' nucleation (4.1.3)
όπου /growth KaL fnucleation δίνονται από τη σχέση:
/growth =0-/)·Dl
f 1 ίερ-β λ
2
μ μ μ* Α{ε )-SN^exp 2 ν SN ,
(4.1.4)
(4.1.5)
όπου η παράμετρος Λ που εκφράζει τον όρο της πυρήνωσης, έχει επιλεχθεί έτσι 
ώστε η παραμόρφωση πυρήνωσης να ακολουθεί κανονική κατανομή με μέση τιμή 
εΝ και τυπική απόκλιση sN (Chu και Needleman [5]). To fN αποτελεί το κλάσμα
του όγκου των εγκλεισμάτων στο συνεχές μέσο που πυρηνώνονται.
Οι πόροι πυρηνώνονται λόγω της θραύσης που συμβαίνει σε κάποια σημεία του 
υλικού και μεγαλώνουν εξαιτίας των πλαστικών παραμορφώσεων του υλικού που 
τους περιβάλλει. Συχνά υπάρχουν δύο οικογένειες μικροοπών που παίζουν σημαντικό 
ρόλο στη διαδικασία της θραύσης:
α) οι μεγαλύτερες μικροοπές οι οποίες πυρηνώνονται σε σχετικά μικρές 
παραμορφώσεις και
β) οι μικρότερης κλίμακας μικροοπές που πυρηνώνονται σε αρκετά μεγάλες 
παραμορφώσεις.
Η θραύση συμβαίνει όταν οι μεγαλύτερες μικροοπές ενώνονται μεταξύ τους ή 
με την ακμή της ρωγμής.
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Πεπερασμένα στοιχεία
Χρησιμοποιούνται τετρακομβικά στοιχεία επίπεδης παραμόρφωσης με 
συνολικά 2x2 σταθμούς ολοκλήρωσης Gauss. Συνολικά χρησιμοποιούνται 1658 
στοιχεία και 1810 κόμβοι. Η εξωτερική ακτίνα του καννάβου είναι R = 1.2χ10360 
όπου b0 είναι η αρχική ακτίνα της ημικυκλικής ακμής της ρωγμής. Το υλικό 
θεωρείται αρχικά ισότροπο με w, = w2 = 1.
Αποτελέσματα
Παρακάτω παρουσιάζονται συγκριτικά διαγράμματα της εξέλιξης των τάσεων 
και των κοααατοαικών μεταβλητών του ανισότροπου μοντέλου και του μοντέλου του 
Gurson. Στα παρακάτω διαγράμματα χρησιμοποιούμε το αδιάστατο μέγεθος
Kx= ΚΙ /yaoyfb^j. Πρέπει να αναφερθεί ότι το μοντέλο του Gurson σε φορτίο
X, =36.11 έγινε μη ρεαλιστικό (/ >0.25) με αποτέλεσμα ο κώδικας να μην μπορεί 
να συνεχίσει την ανάλυση πέρα από αυτό το σημείο.
x/b0 x/b0
Σχήμα 4.3. Μεταβολή της αδιαστατοποιημένης τάσεως σ22 / σ"0 μπροστά από τη ρωγμή.
Στο σχήμα 4.3 φαίνεται η κατανομή της ορθής τάσης σ22 μπροστά από τη 
ρωγμή. Στο σχήμα αυτό αλλά και σε όσα ακολουθούν, x είναι η απόσταση ενός 
υλικού σημείου στην απαραμόρφωτη κατάσταση από τη ρίζα της ημικυκλικής 
εγκοπής μπροστά από τη ρωγμή. Παρατηρούμε ότι τάσεις σε κάθε υλικό σημείο
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μπροστά από τη ρωγμή αρχικά αυξάνονται καθώς αυξάνεται το Κ,. Παρατηρούμε
ότι η εφελκυστική τάση σ22 μπροστά από τη ρωγμή παίρνει τη μέγιστη τιμή της στο
εσωτερικό του σώματος και όχι στη ρίζα της ημικυκλικής εγκοπής. Αυτό οφείλεται 
στο ότι η επιφάνεια της ημικυκλικής εγκοπής είναι αφόρτιστη, γεγονός που μειώνει 
τοπικά την υδροστατική τάση. Στην περίπτωση της «μαθηματικώς αιχμηρής» 
ρωγμής οι τάσεις απειρίζονται στην ακμή της ρωγμής και μειώνονται καθώς 
μετακινούμεθα προς το εσωτερικό του σώματος.
Η μεταβολή της σ22 μπροστά από τη ρωγμή φαίνεται επίσης στο σχήμα 4.4,
όπου όμως η θέση του λ: των υλικών σημείων αδιαστατοποιείται με το
«χαρακτηριστικό μήκος» του προβλήματος της «πλαστικότητας μικρής κλίμακας» 
(Κ, /σ0)2 (small scale yielding). Παρατηρούμε ότι, όπως προβλέπεται από τη θεωρία
της πλαστικότητας μικρής κλίμακας, οι καμπύλες της τάσεως συμπίπτουν, εκτός από 
την περιοχή κοντά στην ακμή της ρωγμής όπου αναπτύσσονται πεπερασμένες 




Σχήμα 4.4. Μεταβολή της αδιαστατοποιημένης τάσεως
Gurson
σ22 I ογ μπροστά από τη ρωγμή.
Παρατηρούμε ότι στο μοντέλο του Gurson, και για τιμές του αδιάστατου 
φορτίου Κχ μεγαλύτερες του 25, η σ22 παρουσιάζει ένα τοπικό ελάχιστο μπροστά 
οπό την ακμή της ρωγμής. Όπως θα εξηγηθεί σε λεπτομέρεια στη συνέχεια, αυτό
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οφείλεται στο γεγονός ότι το πορώδες / αυξάνει υπερβολικά στη θέση αυτή 
δημιουργώντας τοπικά μία νησίδα «μειωμένης συνοχής».
Στο σχήμα 4.5 φαίνεται η μεταβολή του πορώδους / μπροστά από την ακμή
της ρωγμής. Παρατηρούμε ότι για τιμές του αδιάστατου φορτίου Κ{ μεγαλύτερες
του 25, το / παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο σε κάποια απόσταση μπροστά από τη 
ρωγμή. Αυτό οφείλεται στο ότι η μέγιστη υδροστατική πίεση δεν εμφανίζεται στην 
ρίζα της ρωγμής αλλά στο εσωτερικό του σώματος (σχήμα 4.6) και στην ισχυρή 
(εκθετική) εξάρτιση του / από την ρ . Συγκεκριμένα, η μεταβολή του / ορίζεται
για το μοντέλο του Gurson από τη σχέση f = (1 - f)Dpk + Λ[ερ^ερ ή
(, ή3 Ρ , fN 1 (ερ-τ λ
2
l2<jJ
1 ι------  νΛρ
2 ^ SN j
/ = — /(l-/)sinh
σι
Το μοντέλο Gurson προβλέπει λοιπόν τη δημιουργία μίας μικρορωγμής μπροστά από 
την ακμή της μακροσκοπικής ρωγμής και όχι στη ρίζα της αρχικά ημικυκλικής 
εγκοπής. Η πρόβλεψη αυτή κρίνεται ως μη-ρεαλιστική. Αντιθέτως, στο ανισότροπο 
μοντέλο η εξάρτηση του / από την σ είναι γραμμική και η μεταβολή του 
/ ορίζεται από τη σχέση :





Σχήμα 4. 5. Μεταβολή του πορώδους f μπροστά από τη ρωγμή.
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Αντιθέτως, το ανισότροπο μοντέλο λαμβάνει υπ’ όψιν τη μεταβολή του 
σχήματος των μικροοπών και προβλέπει μία σημαντικά μικρότερη και 
ρεαλιστικότερη κατανομή των μικροοπών. Επίσης, η «φθορά» (damage) στο υλικό, 
δηλαδή το πορώδες, παίρνει μέγιστη τιμή στη ρίζα της εγκοπής και οδηγεί στη 
ρεαλιστική πρόβλεψη ότι η όποια επέκταση της ρωγμής αρχίζει στη ρίζα της εγκοπής.
χ / b0 χ / b0
Σχήμα 4. 6. Μεταβολή της υδροστατικής πίεσης ρ = <Tkk / 3 μπροστά από τη ρωγμή.
Η κατανομή της ισοδύναμης πλαστικής παραμόρφωσης στο φορέα ερ φαίνεται στο 
σχήμα 4.7. Παρατηρούμε και πάλι ότι για τιμές του φορτίου Κχ μεγαλύτερες του 25
η ερ για το μοντέλο του Gurson παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο στην υποτιθέμενη 
«μικρορωγμή» μπροστά από την ακμή της μακροσκοπικής ρωγμής.
Anisotropic Gurson
Σχήμα 4. 7. Μεταβολή της ισοδύναμης πλαστικής παραμόρφωσης ε ρ μπροστά από τη ρωγμή.
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Στο σχήμα 4.8 φαίνεται ενδεικτικά η παραμορφωμένη γεωμετρία κοντά στην ακμή 
της ρωγμής για το μοντέλο του Gurson και για ΑΓ, = 36.11 .
Σχήμα 4. 8. Παραμορφωμένα ( μαύρες γραμμές ) και απαραμόρφωτα ( πράσινες γραμμές ) στοιχεία 
στην περιοχή κοντά στην ακμή της ρωγμής.
Στα σχήματα 4.9 έως 4.12 φαίνονται οι ισοϋψείς για την ισοδύναμη πλαστική 
παραμόρφωση ερ και το πορώδες / κοντά στην ακμή της ρωγμής για τα δύο 
μοντέλα. Όπως προαναφέρθηκε, το μοντέλο του Gurson προβλέπει τη δημιουργία 
μίας νησίδας μειωμένης συνοχής μέσα στο σώμα και μπροστά από την ακμή της 
ρωγμής.
Στα σχήματα 4.13 και 4.14 παρουσιάζεται η κατανομή των ποσοτήτων νη και 
w2 κοντά στην ακμή της ρωγμής. Παρατηρούμε ότι οι αρχικά σφαιρικές μικροοπές 
μεταβάλλονται σε ελλειψοειδή με τον μέγιστο κύριο άξονα στην κατεύθυνση του 
μακροσκοπικού εφελκυστικού φορτίου.
Στα σχήματα 4.15 και 4.16 φαίνονται οι πλαστικές ζώνες που αντιστοιχούν 
στα δύο μοντέλα για Κ] = 36.11.
Τέλος, στο σχήμα 4.17 παρουσιάζεται ενδεικτικά η μεταβολή της πλαστικής 
ζώνης καθώς αυξάνεται το φορτίο. Υπενθυμίζουμε ότι το μέγεθος της πλαστικής 
ζώνης πρέπει να παραμένει μικρό σε σχέση με την εξωτερική ακτίνα R του 
καννάβου, ώστε να ισχύουν οι συνθήκες της «πλαστικότητας μικρής κλίμακας».
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Σχήμα 4.9. Ισοδύναμη πλαστική παραμόρφωση ερ ^ιαΚ//(σ0Λ/^) = 36.11 για το ανισοτροπο
μοντέλο.
Σχήμα 4.10. Ισοδύναμη πλαστική παραμόρφωση 
του Gurson.
ερ για Κ,ΐ[σ0^ = 36.11 για το μοντέλο
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Σχήμα 4.11. Πορώδες / για Κ} / ^σ0 ^Jb= 36.11 για το ανισότροπο μοντέλο.
Σχήμα4.12. Πορώδες / για ΚΙ /|σ0 -Jb^ = 36.11 για το μοντέλο του Gurson.
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Σχήμα 4.13. To w, για Κ; /|cr(J — 60 για το ανισότροπο μοντέλο.
Σχήμα 4. 14. To w2 για Kj 60 για το ανισότροπο μοντέλο.
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Σχήμα 4.15. Πλαστική ζώνη για Kr / ί C70 ^ = 36.11 στο ανισότροπο μοντέλο.
Σχήμα 4. 16. Πλαστική ζώνη για Kt = 36.11 στο μοντέλο του Gurson.
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Σχήμα 4.17. Εξέλιξη της πλαστικής ζώνης έως ΚΙ / ^CT0 j = 60 για το ανισότροπο μοντέλο.
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4.2 Μονοαξονικός εφελκυσμός
Αναλύουμε το πρόβλημα του μονοαξονικού εφελκυσμού σε συνθήκες επίπεδης 
παραμόρφωσης. Θεωρούμε ένα ορθογώνιο κάνναβο με λόγο πλευρών L0/ Β0- 3
όπου 2 L0 είναι το μήκος του τεμαχίου και 2Β0 είναι το πλάτος του. Εισάγουμε το 
καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων που φαίνεται στο σχήμα 4.18 και κάθε υλικό 
σημείο του τεμαχίου καθορίζεται από το διάνυσμα θέσης του, X = (ΧνΧ2), στην
απαραμόρφωτη κατάσταση. Ενδιαφερόμαστε για συμμετρικές λύσεις και θεωρούμε 
το ένα τέταρτο του συνολικού τεμαχίου που φαίνεται στο σχήμα 4.18.
Σχήμα 4. 18
Συνοριακές συνθήκες
Στην πάνω πλευρά εφαρμόζουμε οριακές συνθήκες μετατόπισης ύ στην Χ2 
κατεύθυνση. Πιο συγκεκριμένα, ενώνουμε τους κόμβους της πάνω πλευράς με ένα 
ανεξάρτητο κόμβο (fictitious node) στον οποίο δίνουμε μία μετατόπιση u2c. Τέλος,
εισάγουμε μία συνημιτονοειδή γεωμετρική ατέλεια στην αφόρτιστη παρειά και 
μελετούμε τη δημιουργία λαιμού. Χρησιμοποιούμε όπως και στη ρωγμή μέθοδο
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πεπερασμένων στοιχείων, με τετρακομβικά ισοπαραμετρικά στοιχεία με 2x2 
σταθμούς ολοκλήρωσης Gauss.
Το σχήμα 4.19 δείχνει την παραμορφωμένη κατάσταση του σώματος για 
μετατόπιση του ανεξάρτητου κόμβου u{‘c = 0.6050,σε σχέση με την απαραμόρφωτη.
Παρατηρείτε η δημιουργία λαιμού γεγονός που προκύπτει λόγω της αρχικής ατέλειας 
που υπάρχει στην δεξιά επιφάνεια του δοκιμίου.
Σχήμα 4.19. Παραμορφωμένα (μαύρες γραμμές) και απαραμόρφωτα (πράσινες γραμμές) στοιχεία.
Τα επόμενα δύο σχήματα δείχνουν συγκριτικά γραφήματα του ανισότροπου 
μοντέλου και του μοντέλου του Gurson σε μετατόπιση του ανεξάρτητου κόμβου 
wf = 0.6050.
Σχήμα 4. 20. Πλαστική ζώνη στα δύο μοντέλα και σχηματισμός λαιμού.
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Σχήμα 4. 21. Πορώδες f στα δύο μοντέλα.
Παρατηρούμε ότι και στα δύο μοντέλα παρατηρείται σημαντική αύξηση του 
πορώδους στην κάτω αριστερή περιοχή του δοκιμίου. Επειδή όμως το παραπάνω 
πλέγμα είναι το ένα τέταρτο του συνολικού δοκιμίου η προαναφερθείσα περιοχή 
αποτελεί το κέντρο του, από την οποία και ξεκινά ο μηχανισμός της θραύσης. Επίσης 
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a—a One element test
}___ 1___ 1___ 1___ 1___ 1___ 1___ 1___ 1___ 1___ 1___ 1___ 0.00 ί
a—▲ One element test
, 1 , 1 i 1 , 1 - 1 ,
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Δ/S, Δ/Β„
Σχήμα 4. 22. Γραφική απεικόνιση της καμπύλης δύναμης - μετατόπισης στα δύο μοντέλα.
56
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 11:06:27 EET - 137.108.70.7
Κεφάλαιο 4
Τέλος στο σχήμα 4.22 βλέπουμε το σημείο που αρχίζει να σχηματίζεται λαιμός 
στα δύο μοντέλα και είναι το σημείο που αποχωρίζεται η κόκκινη καμπύλη από την 
πράσινη. Η πράσινη καμπύλη αφορά ένα υλικό τέλειο στη γεωμετρία του.
Σχήμα 4. 23. Εξέλιξη της πλαστικής ζώνης (κίτρινο χρώμα) κατά τη διάρκεια της φόρτισης στο 
ανισότροπο μοντέλο.
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Παράρτημα A
Αρχβίο δημιουργίας κο^^άβου για το πρόβλημα της ρωγμής
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LINEAR, 31, 3, 30
LINEAR, 29, 30, 28
LINEAR, 27, 28, 26
LINEAR, 25, 26, 24
LINEAR, 23, 24, 22
LINEAR, 21, 22, 20
LINEAR, 19, 20, 2
LINEAR, 84, 2, 83
LINEAR, 82, 83, 81
LINEAR, 80, 81, 79
LINEAR, 78, 79, 77
LINEAR, 76, 77, 75






















1017, 116.8415 , 0
1018, 139.0428 , 0
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1000, 1400, 20, 100000
1001, 1401, 20, 100000
1002, 1402, 20, 100000
1003, 1403, 20, 100000
1004, 1404, 20, 100000
1005, 1405, 20, 100000




1008, 1408, 20, 100000
1009, 1409, 20, 100000
1010, 1410, 20, 100000
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1819, 1469, 1 cn o 100000
1820, 1520, -50, 100000
1821, 1521, -50, 100000
1822, 1522, -50, 100000
1823, 1523, -50, 100000
1824, 1524, -50, 100000
1825, 1525, -50, 100000





LINEAR, 2119, 2169, 2069
LINEAR, 2019, 2069, 1969
LINEAR, 1919, 1969, 1869
LINEAR, 1819, 1869, 1769
LINEAR, 1719, 1769, 1669
LINEAR, 1619, 1669, 1569
LINEAR, 1039, 1059, 1019
LINEAR, 1079, 1099, 1059
LINEAR, 1119, 1139, 1099
LINEAR, 1159, 1179, 1139
LINEAR, 1199, 1219, 1179
LINEAR, 1239, 1259, 1219
LINEAR, 1279, 1299, 1259
LINEAR, 1319, 1339, 1299
LINEAR, 1359, 1379, 1339
LINEAR, 1399, 1419, 1379





1000, 1000, 1001 I 1021, 1020
2000, 2151, 2150 r 2100, 2101
2007, 1800, 1750 r 1751, 1801
3000, 2150, 3, 30, 2100
3001, 2100, 30, 28 , 2050
3002, 2050, 28, 26 , 2000
3003, 2000, 26, 24 , 1950
3004, 1950, 24, 22 , 1900
3005, 1900, 22, 20 , 1850
3006, 1850, 20, 2, 1800
3007, 1800, 2, 83, 1750
3008, 1750, 83, 81, 1700
3009, 1700, 81, 79, 1650
3010, 1650, 79, 77, 1600
3011, 1600, 77, 75, 1550
3012, 1550, 75, 73, 1500
3013, 1500, 73, 71, 1450
3014, 71, 6 , 1400, 1450
3015, 6, 154, 1380, 1400
3016, 154, 153, 1360, 1380
3017, 153, 152, 1340, 1360
3018, 152, 151, 1320, 1340
3019, 151, 150, 1300, 1320
3020, 150, 149, 1280, 1300
3021, 149, 148, 1260, 1280
3022, 148, 147, 1240, 1260
3023, 147, 146, 1220, 1240
3024, 146, 145, 1200, 1220
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3025, 145, 144, 1180, 1200
3026, 144, 143, 1160, 1180
3027, 143, 142, 1140, 1160
3028, 142, 141, 1120, 1140
3029, 141, 140, 1100, 1120
3030, 140, 139, 1080, 1100
3031, 139, 138, 1060, 1080
3032, 138, 137, 1040, 1060
3033, 137, 136, 1020, 1040
3034, 136, 10, 1000, 1020
3035, 1450, 1400, 1401, 1451
4000, 2170, 2169, 2069, 2070
4001, 2070, 2069, 1969, 1970
4002, 1970, 1969, 1869, 1870
4003, 1870, 1869, 1769, 1770
4004, 1770, 1769, 1669, 1670
4005, 1670, 1669, 1569, 1570
4006, 2171, 2170, 2070, 2071
4007, 2071, 2070, 1970, 1971
4008, 1971, 1970, 1870, 1871
4009, 1871, 1870, 1770, 1771
4010, 1771, 1770, 1670, 1671
4011, 1671, 1670, 1570, 1571
4012, 2172, 2171, 2071, 2072
4013, 2072, 2071, 1971, 1972
4014, 1972, 1971, 1871, 1872
4015, 1872, 1871, 1771, 1772
4016, 1772, 1771, 1671, 1672
4017, 1672, 1671, 1571, 1572
4018, 2173, 2172, 2072, 2073
4019, 2073, 2072, 1972, 1973
4020, 1973, 1972, 1872, 1873
4021, 1873, 1872, 1772, 1773
4022, 1773, 1772, 1672, 1673
4023, 1673, 1672, 1572, 1573
4024, 2174, 2173, 2073, 2074
4025, 2074, 2073, 1973, 1974
4026, 1974, 1973, 1873, 1874
4027, 1874, 1873, 1773, 1774
4028, 1774, 1773, 1673, 1674
4029, 1674, 1673, 1573, 1574
4030, 2175, 2174, 2074, 2075
4031, 2075, 2074, 1974, 1975
4032, 1975, 1974, 1874, 1875
4033, 1875, 1874, 1774, 1775
4034, 1775, 1774, 1674, 1675
4035, 1675, 1674, 1574, 1575
4036, 2176, 2175, 2075, 2076
4037, 2076, 2075, 1975, 1976
4038, 1976, 1975, 1875, 1876
4039, 1876, 1875, 1775, 1776
4040, 1776, 1775, 1675, 1676
4041, 1676, 1675, 1575, 1576
4042, 1569, 1519, 1520, 1570
4049, 1519, 1419, 3420, 1520
4050, 1520, 3420, 3421, 1521
4051, 1521, 3421, 3422, 1522
4052, 1522, 3422, 3423, 1523
4053, 1523, 3423, 3424, 1524
4054, 1524, 3424, 3425, 1525
4055, 1525, 3425, 3426, 1526
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4090, 1419, 1379, 3380, 3420
4091, 1379, 1339, 3340, 3380
4092, 1339, 1299, 3300, 3340
4093, 1299, 1259, 3260, 3300
4094, 1259, 1219, 3220, 3260
4095, 1219, 1179, 3180, 3220
4096, 1179, 1139, 3140, 3180
4097, 1139, 1099, 3100, 3140
4098, 1099, 1059, 3060, 3100
4099, 1059, 1019, 3020, 3060
5000, 3020, 3021, 3061, 3060
*ELGEN,ELSET =C1
1000, 19, 1, 1, 20, 20, 20
2000, 7, -50 , 1, 19, 1, 14
2007, 7, -50 , 1, 19, 1, 14
3035, 18, 1, 1
4042, 7, 1, 1
5000, 6, 1, 1, 10 , 40, 7
*ELEMENT, TYPE=CPE4,ELSET=D1
2265, 1518, 1418, 1419, 1519
*ELSET,ELSET=ALLE













*NSET, NSET=B22, GENERATE 
1576, 2176, 100 
3066, 3426, 40 
*NSET, NSET=BOUNDA 
B21, B22
** FIXED BOUNDARY CONDITIONS 
★ ★
*BOUNDARY 
XAXIS, 2, 2 
*BOUNDARY 
3026, 1, 2 
★ ★
** BOUNDARY CONDITIONS *
*NODE,NSET=FIC 
9999, 0., 0. 
*BOUNDARY
7
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300., 0.3, 1., 10., 0.04, 0.40, 0.10 
*DEPVAR 
6
* INITIAL CONDITIONS,TYPE=SOLUTION 
ALLE, 0., 0.04, 1., 1., 0., 0. *
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*STEP,INC=1000,NLGEOM 
*STATIC
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Παράρτημα Β
Αρχείο δημιουργίας καΐ'ϊ'άβου για το πρόβλημα τον μονοαξονίκοΰ εφελκυσμού
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♦HEADING











1, 721, 16 
♦NODE,NSET=RIGHT 
♦♦ 15 X 45 elements
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736, 1.0000000, 3.0000
*NFILL,NSET=ALLN 



























TOP, 2 , 1., 10000, 2, -1.
★ ★
*INITIAL CONDITIONS,TYPE=SOLUTION 






0.010, 0.600, , 0.010 
♦BOUNDARY 
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Παράρτημα Γ
Η umat υπορουιίνα mahesh back.f
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly







C*** 30 March 2003 
C
C Finite strain Ponte-Kailasam model for voided metals with
C deformation induced anisotropy
C
C If IUNLOAD.NE.O elastic stiffness on first iteration of increment
C If ITESTDE.NE.O tests the size of the strain increment
C If ICONSISTENT.NE.0 uses "consistent" tangent of forward-Euler
C
INCLUDE 'ABA_PARAM.INC'

































C*** ARRAYS FROM THE ESHELBY SUBROUTINE 
C DIMENSION X(200),W(200),
C + S(NTENS,NTENS),P (NTENS,NTENS) ,Q(NTENS,NTENS) ,QINV(NTENS,NTENS) ,





C + AUXM4(NTENS,NTENS),AUXM5(NTENS,NTENS),CELT(NTENS,NTENS),ANT(NTENS) ,
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C STATEV(5)=THETA IN DEGREES
C STATEV(6)=YFLAG (0=ELASTICITY, 1=PLASTICITY)
C
C
C*** I0UT=7 WRITES ON THE .msg FILE 
IOUT=7

















C if (kinc.eq.20) IWR=01
C if (kinc.eq.6) write(iout,*) 'noel, npt', noel, npt
c IF (KINC.EQ.6.AND.NOEL.EQ.649.AND.NPT.EQ.2) IWR=01
C










C** TIME(2)=TOTAL-time at the beginning of the current increment 
C
C** TIME(1)=STEP-time at the beginning of the current increment 
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WRITE(IOUT,*) Έ, ANU, SIGO, EXPO'
WRITE(IOUT,1001) E,ANU,SIGO,EXPO 
WRITE(IOUT,*) 'G, AK, E0'
WRITE(IOUT,1001) G,AK,E 0
IF (FN.EQ.0.D0) WRITE(IOUT,*) 'NO VOID NUCLATION' 
IF (FN.NE.0.D0) THEN
WRITE(IOUT,*) 'VOID NUCLATION'
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WRITE(IOUT,*) 'EBART, FT, WIT, W2T, THETAT, YFLAG'
WRITE(IOUT,1001) EBART,FT,WIT,W2T,THETADT,YFLAG 






WRITE(IOUT,*) 'X(l), X(2), .. . '
WRITE(IOUT,1001) X(1),X(2)
WRITE(IOUT,*) 'W(l), W(2), ... '
WRITE(IOUT,1001) W(1),W(2)


















C*** FORM ELASTIC STIFFNESS CEL 
C
CALL KESH_Q(Q,ANU,WIT,W2T,ANIT,AN2T,AN3T,X,W,NGAUS,NTENS,G) 
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DO 1=1,NTENS 
DO J=l,NTENS
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C*** DE=0 NEEDS DDSDDE ONLY 
C
IF (IUNLOAD.NE.0) GOTO 18 
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IF (ITESTDE.NE.O) THEN 
EMAX=4.D0*E0 
RATI0=DEMAG/EMAX 
IF (RATIO.GT.l.DO) THEN 
pnewdt=0.5d0
c PNEWDT=0.9DO/RATIO
WRITE(IOUT,*) 'DEMAG>4*E0. UMAT CUTS BACK. PNEWDT=', pnewdt






























IF (PHIEL.LE.YTOL) GOTO 1000 
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IF (IWR.NE.O) WRITE(IOUT,*) 'STRESS HAT'
IF (IWR.NE.O) WRITE(IOUT,1001) (STRESS(I),1=1,NTENS)
C













WRITE(IOUT,*) 'STRESS AFTER ROTATION'
WRITE(IOUT,1001) (STRESS(I),1=1,NTENS)


































WRITE(IOUT,*) 'AN AT Τ'
WRITE(IOUT,1001) (ANT(I),1=1,NTENS)
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IF (YFLAG.EQ.0.DO.OR.AUX.LT.0.DO) THEN 







WRITE(7,*) 'ELASTIC FRACTION R'
WRITE(7,1001) FRACT
WRITE(IOUT,*) 'STRESST AFTER SCALING'
WRITE(IOUT,1001) (STRESST(I),1=1,NTENS)









C*** PRELIMINARY CALCULATIONS AT THE START OF THE INCREMENT 
C
C FIND N AT T
CALL KFINDN(ANT,STRESST,FT,AMTLDT,AUXM1,NTENS, NDI)
CALL KCOPY(ANT,AN,NTENS)






























C FIND OMEGA AT T
10
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly















































V3 (4) =2 .DO* (AN3T (1) *AN3T (2) -AN1T (1) *AN1T (2) )
CALL KMULT(V3,AMX,R31,1,NTENS,NTENS)
V3(1)=AN3T(1)**2-AN2T(1)**2 
V3(2)=AN 3 T(2)**2-AN2T(2)**2 
V3(3)=AN3T(3)**2-AN2T(3)**2 
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C*** DETERMINE DL 
C










+ AUXM1,AUXM2,AUXM3,AUXM4,NTENS,NDI,G,WIT,W2T, AN1T, AN2T, AN3T,
+ QINV)
12
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WRITE(IOUT,*) 'FIRST ESTIMATE FOR DL'
WRITE(IOUT,1001) DL







C NEWTON LOOP FOR DL AND DEP 
C
IF (IWR.NE.O) THEN
WRITE(IOUT,*) 'NEWTON LOOP STARTS'






































Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly








IF (DABS(GV(1)).GT.YTOL) GOTO 100 
DO 1=2,1+NTENS
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WRITE(IOUT,*) 'NEWTON LOOP DOES NOT CONVERGE. PNEWDT SET TO 0.5.' 










WRITE(IOUT,1001) EBAR, F 
WRITE(IOUT,*) 'Wl, W2'
WRITE(IOUT,1001) W1,W2













CALL KMULT(R,AN3,V1,3, 3, 1)
CALL KCOPY(VI,AN3,3)
MAKE SURE THAT W1<W2 
IF (W1.GT.W2) THEN
15
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WRITE(IOUT,*) 'ROTATED STRESS VECTOR'
WRITE(IOUT,1001) (STRESS(I) , I=1,NTENS)

















*** PLASTIC TANGENT MODULUS
iwrl=iwr
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+ 'FINAL TANGENT MODULUS'
IF (ICONSISTENT.NE.0) WRITE(IOUT,*)
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IF (W1.LE.0.1D0.OR.W2.GE.(10.D0*W1)) THEN 
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DO 10 1=1,3 
10 AI(I,I)=1.DO
CALL KTRANSPOSE(F,FT,3,3)
CALL KMULT(FT,F,C, 3, 3, 3)
CALL KMULT (C, C, C2, 3, 3, 3)
TR1= C(l,l)+ C (2,2)+ C(3,3)


















IF (AUX.LT.0.D0) THEN 
IF (AN.GT.1.D0) T=0.DO 
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DO 10 1=1,L 
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DIMENSION A (Μ, N) , AT (N, M)
C
DO 10 1=1,N 
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C*** LAPACK library







WRITE(IOUT,*) ' INFO NONZERO FROM DGETRF'




WRITE(IOUT,*) ' INFO NONZERO FROM DGETRI'
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DO 40 1=1,NTENS 
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c
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*** UPDATE Wl, W2, AN1, AN2, AN3 
WTOL=l.D-2
IF (DABS(W1T-W2T).LT.WTOL) GOTO 10
26
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DO 10 1=1,NTENS 
DO 10 J=l,NTENS
10 AUXM1(I,J)=1.5D0*AKMX(I,J)+AUX*AUXM4(I,J)
DO 20 1=1,NTENS 







DO 110 1=1,NTENS 




DO 120 1=1,NTENS 
DO 120 J=NDI+1,NTENS 
120 AUXM1(I,J)=AUXM1(I,J)*2.DO
CALL KMULT(AUXM1,AUXM2,AUXM3,NTENS,NTENS,NTENS)
DO 130 1=1,NTENS 
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DO 140 1=1,NTENS 







DO 210 1=1,NTENS 




DO 220 1=1,NTENS 
DO 220 J=NDI+1,NTENS 
220 AUXM1(I,J)=AUXM1(I,J)*2.DO
CALL KMULT(AUXM1,AUXM2,AUXM3,NTENS,NTENS,NTENS)
DO 230 1=1,NTENS 
DO 230 J=l,NTENS 
230 AUXM3(I,J)=-AUXM3(I, J)
CALL KCOPY(AUXM3,AUXM1,NTENS*NTENS)
DO 240 1=1,NTENS 
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AUXM1(I,J)=AUXM1(I, J)*2 . DO 
END DO 
END DO
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+ '*** CALCULATION OF PLASTIC TANGENT MATRIX (zpljac)’
C
PI=4.D0*DATAN(1.DO)














Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
08/12/2017 11:06:27 EET - 137.108.70.7
ο ο




























CALL KFINDN(AN,STRESS,F,AMTLD,AUXM1, NTENS, NDI)
IF (IWR.NE.O) WRITE(IOUT,*) 'AN'
IF (IWR.NE.O) WRITE(IOUT,1001) (AN(I),1=1,NTENS)
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WRITE(IOUT,*) 'HH, HI, H2, H3'
WRITE(IOUT,1001) HH,H1,H2,H3 
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+ X, W,NGAUS, S, P, Q,QINV,AMTLD,DQDW1,DQDW2,AIMX,AJMX,AKMX,




















+ '*** CALCULATION OF PLASTIC JACOBIAN (kkpljac)'
FIND N AT T+DT
CALL KFINDN(AN,STRESS,F,AMTLD,AUXM1,NTENS,NDI)
IF (IWR.NE.O) WRITE(IOUT,*) 'AN AT T+DT'
IF (IWR.NE.O) WRITE(IOUT,1001) (AN(I),1=1,NTENS)








WRITE(IOUT,*) 'DQDW2 AT T+DT'
DO 1=1,NTENS
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P(4,4) = (AI3-AI2)/(8.D0*PI) 












QMX (3,4) =Q (3,1) *Q (3,2)
C








P(4 , 1)=2.DO *A4 *QMX(1,4)*(QMX(4,4)-QMX55)
P(4,2)=2.D0*A4*QMX(2,4)*(QMX(4,4)-QMX55)
P(4,3)=0.DO
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write(7,*) ' auxml in kdqdnl'
do i=l,ntens






IF (DABS(BN1(I)).LT.l.D-6) BN1(I)=0.005D0 
DN=BN1(I)-AN1(I)
CALL KESH_Q(AUXM2,ANU,W1,W2,BN1,AN2,AN3,X,W,NGAUS, NTENS,G) 
write (7,*)
write (7,*) ' auxm2 in kdqdnl'
do ii=l,ntens
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DO L=1,NTENS






























IF (DABS(A-B).LT.0.01D0.AND.DABS(B-C).LT.0.01D0) THEN 
C
IF (IA.EQ.l) THEN
CALL KAAA(All,AI2,AI3,AI11,AI22,AI33,AI12,AI13, AI23, 1.DO)
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DOUBLE PRECISION FUNCTION FLGAMA (W)
C
C CALCULATES THE LOG(BASE E)GAMMA(W) FOR W REAL AND 
C GAMMA(W) POSITIVE. USES STIRLING'S APPROXIMATION.
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90 FORMAT(2X,'GAMMA(',1PE12.5,') IS NEGATIVE')
Y=0.DO 










C CALCULATES THE ZEROS X(I) OF THE NN-TH ORDER
C JACOBI POLYNOMIAL PN(ALF, BTA) FOR THE SEGMENT (-1,1).
C THE LARGEST ZERO WILL BE STORED IN X(1). ALSO 
C CALCULATES THE CORRESPONDING COEFFICIENTS A(I)
C OF THE NN-TH ORDER GAUSS-JACOBI QUADRATURE FORMULA 
C OF DEGREE 2*NN-1.
C
C 1 ALF BTA NN
C INTEGRAL (1-X) (1+X) F(X) DX= SUM A(I)*F(X(I))
C -1 1=1
C
C REFERENCE: "GAUSSIAN QUADRATURE FORMULAS", A. H. STROUD AND 





C DEFINE ERROR TOLERENCE EPS ON THE X(I)





C COMPUTE THE COEFFICIENTS B(N) AND C(N) FOR THE 
C RECURSION RELATION OF THE P(N)'S 
C
C P (N) = (X - B(N))*P(N-1) - C(N)*P(N-2)
C














C BEGIN COMPUTATION OF ZEROS OF JACOBI POLYNOMIAL 
C THE SECTIONS BELOW LABELED LARGEST ZERO THROUGH 
C LAST ZERO COMPUTE THE INITIAL APPROXIMATIONS TO 
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DO 10 J=2,NN 
CC=CC*C(J)
10 CONTINUE
DO 120 1=1,NN 
IF(I-l)120,20,30 
C








































GO TO 110 
C
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CALCULATES P(N) BASED UPON RECURSION RELATION
























C IMPROVES UPON THE APPROXIMATE ROOT X 
C IN ADDITION WE ALSO OBTAIN 
C DPN = DERIVATIVE OF P(N) AT X 
C PN1 = VALUE OF P(N-l) AT X 
C






CALL RECUR(P,DP,PN1,X,NN,ALF, BTA, B, C)
D=P/DP
X=X-D
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